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数値計算

連立線形方程式

ᾅ 変数ᷥ連立線形方程式

ᾘ11ᾯ1 + ᾘ12ᾯ2 + · · · + ᾘ1ᾅᾯᾅ = ᾙ1
ᾘ21ᾯ1 + ᾘ22ᾯ2 + · · · + ᾘ2ᾅᾯᾅ = ᾙ2

ὥὥὥ
ᾘᾅ1ᾯ1 + ᾘᾅ2ᾯ2 + · · · + ᾘᾅᾅᾯᾅ = ᾙᾅ

ṃḙḲṕ表現

ὸᾯ = ᾙ, ὸ ∈ Rᾅ×ᾅ, ᾯ ∈ Rᾅ, ᾙ ∈ Rᾅ.

ὩὦὩὯ



数値計算

連立線形方程式

ὸᾯ = ᾙ
行列 ὸ ᷦ正則ᷟ仮定᷐Ḃᴙ
厳密解

ᾯ∗ = ὸ−1ᾙ

直接解法ᴛᾘᾬᾪᾪὗᷥ消去法ᴮ厳密解ᴘ計算量ᴛ大ᴯ
近似解法ᴛᾁᾘᾚᾦᾙᾠ法ᴘᾘᾬᾪᾪὤᾊᾜᾠᾛᾜᾣ法ᴮ近似解ᴘ計算量ᴛ小ᴯ

ὪὦὩὯ



数値計算

線形方程式ᷟ最小化問題

線形方程式 ὸᾯ = ᾙ
行列 ὸ ᷦ正則᷂ᷛ ὸ > 0ᴮ正定値ᴯ᷐ᷟḂᴙ
次ᷥᵼᷛᷦ等価ᷞᶹḂᴙ
Ὠ ᾯ∗ ᷦ方程式 ὸᾯ = ᾙ ᷥ解ᴙ
Ὡ ᾯ∗ ᷦ次ᷥ関数ḉ最小化᷐Ḃ

ᾁ(ᾯ) =
1

2
ᾯ⊤ὸᾯ− ᾯ⊤ᾙ.

ὫὦὩὯ



数値計算

証明

ᾒὩᾔ→ᾒὨᾔά
ᾁ(ᾯ)ᷦRᾅ上ᷞ微分可能ᷞᶹḂᷥᷞᴘ ᾁ(ᾯ)ḉ最小化᷐ḂṃḙḲ
ṕᾯ∗ᷦ次式ḉ満ᷖ᷌ᷡ᷈ḃᷧᷡḀᷡᶻᴙ

∇ᾁ(ᾯ∗) = 0.

᷊᷊ᷞᴘ∇ᾁ(ᾯ)ᷦ関数 ᾁ(ᾯ)ᷥ勾配ᷞᶹḁᴘ

∇ᾁ(ᾯ) =

[
∂ᾁ(ᾯ)
∂ᾯ1

. . .
∂ᾁ(ᾯ)
∂ᾯᾅ

]⊤
ᷞ定義᷌ḃḂᴙὗ具体的ᷢ∇ᾁ(ᾯ) ḉ計算᷐Ḃᷟ

∇ᾁ(ᾯ) = ὸᾯ− ᾙ

᷃得ḀḃḂᷥᷞᴘὸᾯ∗ = ᾙᴙ᷐ᷡḆᷘ線形方程式ᷥ解ᷞᶹḂ᷊ᷟ
᷃Ḇ᷂Ḃᴙ

ὬὦὩὯ



数値計算

証明

ᾒὨᾔ→ᾒὩᾔά
ṃḙḲṕᾯ∗ ᷃ὸᾯ∗ = ᾙ ḉ満᷐᷐ᷖᷟḂᴙὗ᷊ᷥᷟ᷄ᴘ任意ᷥṃḙḲ
ṕᾯ ∈ Rᾅ ᷢ対᷎ᷝ

ᾁ(ᾯ) = ᾁ(ᾯ∗ + ᾯ− ᾯ∗) = ᾁ(ᾯ∗) +
1

2
(ᾯ− ᾯ∗)⊤ὸ(ᾯ− ᾯ∗)

᷃成ḁ立ᷛᴙ ὸ > 0᷂ᷗḀᴘ上式᷿ḁ ᾯ ̸= ᾯ∗ ᷡḀᷧ
ᾁ(ᾯ) > ᾁ(ᾯ∗) ᷟᷡḂᴙὗ᷎ᷖ᷃ᷚᷝᴘ ᾯ∗ ᷦᾁ(ᾯ)ḉ最小化᷐Ḃ᷊ᷟ
᷃Ḇ᷂Ḃᴙ

ὭὦὩὯ
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Ὡ次形式ᷥ勾配

∇
(
1

2
ᾯ⊤ὸᾯ− ᾯ⊤ᾙ

)
= ὸᾯ− ᾙ.

ὮὦὩὯ
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線形方程式ᷟ最小化問題

方程式 ὸᾯ = ᾙ ḉ解᷆⇔関数 ᾁ(ᾯ) ḉ最小化᷐Ḃ

初期ṃḙḲṕᾯ[0]ḉ決᷸Ḃᴙ
ᾯ[1]ᷦ ᾁ(ᾯ[1]) < ᾁ(ᾯ[0]) ᷟᷡḂ᷿ᶽᷢ決᷸Ḃᴙ
最᷹急ᷡ傾斜ᷥ方向ᴮ最急降下方向ὠᷢ向᷂ᷚᷝ更新᷐Ḃᴙ

ὯὦὩὯ



数値計算

線形方程式ᷟ最小化問題

ᾯ ∈ Rᾅ ᷞᷥᾁ(ᾯ)ᷥ最急降下方向ᷦ負ᷥ勾配ᴘ᷐ᷡḆᷘ

−∇ᾁ(ᾯ) = ᾙ− ὸᾯ

次ᷥ反復法᷿ᷢḁᴘᾯ∗ᷥ近似解ḉ得Ḃᴙ

ᾯ[ᾥ+ 1] = ᾯ[ᾥ] + α[ᾥ]ᾩ[ᾥ], ᾥ = 0, 1, 2, . . .

α[ᾥ] ∈ Rά ḣḰḭṁḟḎḤὟ未定ὠ
ᾩ[ᾥ] = ᾙ− ὸᾯ[ᾥ]ά 残差ṃḙḲṕ

ὰὦὩὯ



数値計算

最適ḣḰḭṁḟḎḤ

反復法

ᾯ[ᾥ+ 1] = ᾯ[ᾥ] + α[ᾥ]ᾩ[ᾥ], ᾥ = 0, 1, 2, . . .

ᾁ(ᾯ+ αᾩ) ḉ最小化᷐Ḃα ∈ Rḉ求᷸Ḃᴙ

ᾁ(ᾯ+ αᾩ) =
1

2
(ᾯ+ αᾩ)⊤ὸ(ᾯ+ αᾩ) − (ᾯ+ αᾩ)⊤ᾙ

=
1

2
ᾯ⊤ὸᾯ− ᾯ⊤ᾙ− αᾩ⊤(ᾙ− ὸᾯ) +

1

2
α2ᾩ⊤ὸᾩ

= ᾁ(ᾯ) − αᾩ⊤ᾩ+
1

2
α2ᾩ⊤ὸᾩ

=

(
1

2
ᾩ⊤ὸᾩ

)
α2 − (ᾩ⊤ᾩ)α + ᾁ(ᾯ)

ὨὧὦὩὯ



数値計算

最適ḣḰḭṁḟḎḤ

ᾁ(ᾯ+ αᾩ) =

(
1

2
ᾩ⊤ὸᾩ

)
α2 − (ᾩ⊤ᾩ)α + ᾁ(ᾯ)

ḉ最小化᷐Ḃα ∈ Rᷦ

α∗ =
ᾩ⊤ᾩ
ᾩ⊤ὸᾩ

ᷡ᷁ᴘὸ > 0ᷞᶹᷚᷖᷥᷞᴘ任意ᷥ ᾩ ̸= 0 ᷢ対᷎ᷝᾩ⊤ὸᾩ > 0
ᷞᶹḂᴙ
᷊ḃḉ第 ᾥ ḣḰḭṁ目ᷥḣḰḭṁḟḎḤ᷐ᷟḂᴙ

α[ᾥ] =
ᾩ[ᾥ]⊤ᾩ[ᾥ]
ᾩ[ᾥ]⊤ὸᾩ[ᾥ]

ὨὨὦὩὯ
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最急降下法

方程式 ὸᾯ = ᾙ ᷥ近似解ḉ求᷸Ḃ反復法

ᾩ[ᾥ]= ᾙ− ὸᾯ[ᾥ],

α[ᾥ]=
ᾩ[ᾥ]⊤ᾩ[ᾥ]
ᾩ[ᾥ]⊤ὸᾩ[ᾥ]

,

ᾯ[ᾥ+ 1] = ᾯ[ᾥ] + α[ᾥ]ᾩ[ᾥ], ᾥ = 0, 1, 2, . . .

᷊ᷥ方法ḉ最急降下法ᷟ呼ᷭᴙ

ὨὩὦὩὯ
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最急降下法

残差ṃḙḲṕᷢᷛᶻᷝ
ᾩ[ᾥ+ 1] = ᾙ− ὸᾯ[ᾥ+ 1]

= ᾙ− ὸᾯ[ᾥ] − ὸα[ᾥ]ᾩ[ᾥ]
= ᾩ[ᾥ] − α[ᾥ]ὸᾩ[ᾥ]

᷿ḁᴘᾩ[ᾥ+ 1] ᷟ ᾩ[ᾥ] ᷟᷥ内積ḉ計算᷐Ḃᷟ

ᾩ[ᾥ]⊤ᾩ[ᾥ+ 1] = ᾩ[ᾥ]⊤ (ᾩ[ᾥ] − α[ᾥ]ὸᾩ[ᾥ])

= ᾩ[ᾥ]⊤ᾩ[ᾥ] − α[ᾥ]ᾩ[ᾥ]⊤ὸᾩ[ᾥ]

= ᾩ[ᾥ]⊤ᾩ[ᾥ] −
ᾩ[ᾥ]⊤ᾩ[ᾥ]
ᾩ[ᾥ]⊤ὸᾩ[ᾥ]

· ᾩ[ᾥ]⊤ὸᾩ[ᾥ]

= ᾩ[ᾥ]⊤ᾩ[ᾥ] − ᾩ[ᾥ]⊤ᾩ[ᾥ]
= 0

᷐ᷡḆᷘᴘ残差ṃḙḲṕ ᾩ[ᾥ+ 1] ᷟ ᾩ[ᾥ]ᷦ直交᷐Ḃᴙ ὨὪὦὩὯ
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最急降下法

ᾯ[0]᷂Ḁ最急降下方向᷐ᷢ᷵ᷚ᷇進᷷
ᷔᷥ方向ᷞ最小ᷢᷡḂ᷊ᷟḄᴮᷔḃ以上ᴘᷔᷥ方向ᷢ進᷷ᷟᾁᷥ
値᷃大᷄᷆ᷡḂ᷊ᷟḄᴯᷞ止᷵Ḃᴙᷔᷥ位置᷃ᾯ[1]ᴙ
下ᷢ向᷆方向ᷢὰὧ度回転᷐Ḃᴙᴮ᷊ᷥ方向᷃最急降下方向ᴯ
以下同様 ὨὫὦὩὯ
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最急降下法ᷥ収束性

ὸ > 0ᷡḀᷧᴘ最急降下法ᷦ任意ᷥ初期ṃḙḲṕᷢ対᷎ᷝᴘ唯
一ᷛᷥ厳密解ᷢ収束᷐Ḃᴙ

ὨὬὦὩὯ



数値計算

証明

行列 ὸ ᷥ固有値ḉ λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λᾅ > 0 ᷟ᷁᷆ᴙ
᷊ᷥᷟ᷄ᴘ任意ᷥṃḙḲṕ ᾯ ∈ Rᾅᴘ᷎ᷖᷗᾯ ̸= 0 ᷢ対᷎ᷝ

0 < ᾯ⊤ὸᾯ ≤ λ1ᾯ⊤ᾯ, ∴
1

ᾯ⊤ὸᾯ
≥

1

λ1ᾯ⊤ᾯ

᷵ᷖ ὸ > 0 ᷢ対᷎ᷝᴘὸ−1 ᷥ固有値ᷦ
0 < 1/λ1 ≤ 1/λ2 ≤ · · · ≤ 1/λᾅ ᷟᷡḁᴘ᷌Ḁᷢ

ᾯ⊤ὸ−1ᾯ ≤
1

λᾅ
ᾯ⊤ᾯ, ∴ ᾯ⊤ᾯ ≥ λᾅᾯ

⊤ὸ−1ᾯ

以上᷂Ḁᴘ任意ᷥᾯ ∈ Rᾅᴘ᷎ᷖᷗᾯ ̸= 0 ᷢ対᷎ᷝ

ᾯ⊤ᾯ
ᾯ⊤ὸᾯ

≥
λᾅᾯ⊤ὸ−1ᾯ
ᾯ⊤ὸᾯ

≥
λᾅᾯ⊤ὸ−1ᾯ
λ1ᾯ⊤ᾯ

ὨὭὦὩὯ



数値計算

証明

残差ṃḙḲṕ ᾩ[ᾥ] = ᾙ− ὸᾯ[ᾥ] ᷢ関᷎ᷝ

ᾩ[ᾥ+ 1] = ᾩ[ᾥ] − α[ᾥ]ὸᾩ[ᾥ]

ᷞᶹᷚᷖᷥᷞᴘ

ᾩ[ᾥ+ 1]⊤ὸ−1ᾩ[ᾥ+ 1]

= (ᾩ[ᾥ] − α[ᾥ]ὸᾩ[ᾥ])⊤ ὸ−1 (ᾩ[ᾥ] − α[ᾥ]ὸᾩ[ᾥ])

= ᾩ[ᾥ]⊤ὸ−1ᾩ[ᾥ] − α[ᾥ]ᾩ[ᾥ]⊤ᾩ[ᾥ]

᷵ᷖᴘ

α[ᾥ] =
ᾩ[ᾥ]⊤ᾩ[ᾥ]
ᾩ[ᾥ]⊤ὸᾩ[ᾥ]

≥
λᾅᾩ[ᾥ]⊤ὸ−1ᾩ[ᾥ]
λ1ᾩ[ᾥ]⊤ᾩ[ᾥ]

ὨὮὦὩὯ



数値計算

証明

᷎ᷖ᷃ᷚᷝ

ᾩ[ᾥ+ 1]⊤ὸ−1ᾩ[ᾥ+ 1] ≤ ᾩ[ᾥ]⊤ὸ−1ᾩ[ᾥ] −
λᾅ

λ1
ᾩ[ᾥ]⊤ὸ−1ᾩ[ᾥ]

=

(
1 −

λᾅ

λ1

)
ᾩ[ᾥ]⊤ὸ−1ᾩ[ᾥ]

≤
(
1 −

λᾅ

λ1

)2

ᾩ[ᾥ− 1]⊤ὸ−1ᾩ[ᾥ− 1]

≤ · · ·

≤
(
1 −

λᾅ

λ1

)ᾥ+1

ᾩ[0]⊤ὸ−1ᾩ[0]

→ 0 (ᾥ → ∞)

ὨὯὦὩὯ



数値計算

証明

᷽ᶿᷢ ᾩ[ᾥ]⊤ὸ−1ᾩ[ᾥ] = ∥ᾩ[ᾥ]∥2ὸ−1 → 0ὣ ᾥ → ∞
᷎ᷖ᷃ᷚᷝᴘᾣᾠᾤᾥ→∞ ᾩ[ᾥ] = ᾣᾠᾤᾥ→∞(ᾙ− ὸᾯ[ᾥ]) = 0

᷐ᷡḆᷘᴘᾯ[ᾥ]ᷦ方程式 ὸᾯ = ᾙ ᷥ厳密解ᷢ収束᷐Ḃᴙ
解ᷥ一意性ᷦᴘὸ ᷃正則ᷞᶹḂ᷊᷿ᷟḁ明Ḁ᷂ᴙ

ὨὰὦὩὯ
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練習問題

正則行列 ὸ ∈ Rᾅ×ᾅ ᷥ固有値ḉ λ1, . . . , λᾅ ᷎ᷟᷖᷟ᷄ᴘὗ逆行
列ὸ−1ᷥ固有値ᷦ1/λ1, . . . , 1/λᾅᷟᷡḂ᷊ᷟḉ示᷒ᴙ

ḼṝḲ
行列 ὸ ᷥ固有値ḉλᴘ対応᷐Ḃ固有ṃḙḲṕḉᾯᷟ᷁᷆ᷟᴘ

ὸᾯ = λᾯ.

ὸ ᷦ正則᷂ᷗḀᴘλ ̸= 0ὥ

ὩὧὦὩὯ
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解答例

行列 ὸ ᷥ固有値ḉλᴘ対応᷐Ḃ固有ṃḙḲṕḉᾯᷟ᷁᷆ᷟ

ὸᾯ = λᾯ

᷃成ḁ立ᷛᴙ
行列 ὸ ᷦ正則᷂ᷗḀᴘλ ̸= 0ᷞᶹḂᴙ᷎ᷖ᷃ᷚᷝᴘ

λ−1ᾯ = ὸ−1ᾯ

᷃成ḁ立ᷛᴙ
᷐ᷡḆᷘᴘλ−1 ᷦ逆行列 ὸ−1 ᷥ固有値ᷞᶹḁᴘ ᾯ ᷃固有ṃḙḲ
ṕᷟᷡḂ᷊ᷟ᷃Ḇ᷂Ḃᴙ
上ᷥ議論ᷦὸᷥ任意ᷥ固有値λ1, . . . , λᾅᷢᷛᶻᷝ成ḁ立ᷛᷥ
ᷞᴘ ὸ−1ᷥ固有値ᷦ 1/λ1, . . . , 1/λᾅᷟᷡḂ᷊ᷟ᷃Ḇ᷂Ḃᴙ

ὩὨὦὩὯ
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最急降下法ᷥ収束ᷥ速᷌

ὸ > 0 ᷎ᷟᴘᾯ ∈ Rᾅ ᷢ対᷎ᷝᴘ

∥ᾯ∥ὸ =
√
ᾯ⊤ὸᾯ

ᷟ᷁᷆ᴮ᷊ḃᷦRᾅᷥḸṕṊᷟᷡḂᴯᴙ
行列ὸᷥ条件数ḉ

ᾢ(ὸ) = ∥ὸ−1∥2∥ὸ∥2

ᷟ᷁᷆ᴙ
᷊ᷥᷟ᷄ᴘ ᾢ(ὸ) = λᾤᾘᾯ(ὸ)/λᾤᾠᾥ(ὸ) ≥ 1᷂ᷛ

∥ᾯ[ᾥ] − ᾯ∗∥ὸ ≤
(
ᾢ(ὸ) − 1

ᾢ(ὸ) + 1

)ᾥ
∥ᾯ[0] − ᾯ∗∥ὸ

᷃成ḁ立ᷛᴙ
ὩὩὦὩὯ
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最急降下法ᷥ収束ᷥ速᷌

ᾢ(ὸ) = λᾤᾘᾯ(ὸ)/λᾤᾠᾥ(ὸ) ≥ 1᷂ᷛ

∥ᾯ[ᾥ] − ᾯ∗∥ὸ ≤
(
ᾢ(ὸ) − 1

ᾢ(ὸ) + 1

)ᾥ
∥ᾯ[0] − ᾯ∗∥ὸ

᷿ḁ
収束ᷥ次数ᷦ1

条件数 ᾢ(ὸ)᷃Ὠᷢ近ᶻᴘ᷐ᷡḆᷘ行列 ὸᷥ最大固有値ᷟ最小
固有値᷃近ᶻᷲᷠᴘ収束ᷦ速ᶻᴙ
条件数 ᾢ(ὸ)᷃大᷄ᶻᷲᷠᴘ᷐ᷡḆᷘ行列 ὸ ᷥ最大固有値ᷟ
最小固有値ᷥ比᷃大᷄ᶻᷲᷠᴘὗ収束ᷦ遅᷆ᷡḂ可能性᷃ᶹḂᴙ

ὩὪὦὩὯ
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線形方程式ᷥ丸᷸誤差

方程式 ὸᾯ = ᾙᴘὸ ᷦ正則ᴘᾙ ̸= 0᷐ᷟḂᴙ
行列 ὸ ᷟṃḙḲṕᾙ ᷢ丸᷸誤差

ὸ → ὸ+ ∆ὸ, ᾙ → ᾙ+ ∆ᾙ

丸᷸Ḁḃᷖ方程式

(ὸ+ ∆ὸ)ᾯ = ᾙ+ ∆ᾙ

ᷥ解ḉ ᾯ∗ + ∆ᾯ∗ ᷟ᷁᷆ᴙ

ὩὫὦὩὯ
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丸᷸誤差ᷥ影響

行列 ὸ ᷢ対᷐Ḃ丸᷸誤差∆ὸ ᷦ十分小᷌᷆ᴘ

∥∆ὸ∥ <
1

∥ὸ−1∥

᷃成立᷎ᷝᶻḂ᷐ᷟḂᴙὗ᷊ᷥᷟ᷄次ᷥ不等式᷃成ḁ立ᷛᴙ

∥∆ᾯ∗∥
∥ᾯ∗∥

≤
ᾢ(ὸ)

1 − ᾢ(ὸ)∥∆ὸ∥ ∥ὸ∥−1

(∥∆ὸ∥
∥ὸ∥

+
∥∆ᾙ∥
∥ᾙ∥

)
.

᷊᷊ᷞ ᾢ(ὸ)ᷦ行列 ὸ ᷥ条件数 ᾢ(ὸ) := ∥ὸ∥∥ὸ−1∥ὥ

ὩὬὦὩὯ



数値計算

丸᷸誤差ᷥ影響

∥∆ᾯ∗∥
∥ᾯ∗∥

≤
ᾢ(ὸ)

1 − ᾢ(ὸ)∥∆ὸ∥ ∥ὸ∥−1

(∥∆ὸ∥
∥ὸ∥

+
∥∆ᾙ∥
∥ᾙ∥

)
.

条件数 ᾢ(ὸ)᷃小᷌᷈ḃᷧᴘ丸᷸誤差ᷥ方程式ᷯᷥ影響ᷦ少
ᷡᶻᴙ
逆ᷢ条件数 ᾢ(ὸ)᷃大᷄᷈ḃᷧᴘ丸᷸誤差ᷥ方程式ᷯᷥ影響
ᷦ大᷄᷆ᷡḂ可能性᷃ᶹḂᴙ

ὩὭὦὩὯ
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反復法ᷥṀṗḭḙ線図表現

ᾁᾘᾚᾦᾙᾠ法

ᾯ[ᾥ+ 1] = −ύ−1(ὼ+ ώ)ᾯ[ᾥ] + ύ−1ᾙ

= ᾯ[ᾥ] − ύ−1(ύ+ ὼ+ ώ)ᾯ[ᾥ] + ύ−1ᾙ

= ᾯ[ᾥ] − ύ−1(ὸᾯ[ᾥ] − ᾙ)

ᾘᾬᾪᾪὤᾊᾜᾠᾛᾜᾣ法

ᾯ[ᾥ+ 1] = ᾯ[ᾥ] − (ύ+ ὼ)−1(ὸᾯ[ᾥ] − ᾙ)

最急降下法

ᾯ[ᾥ+ 1] = ᾯ[ᾥ] − α[ᾥ](ὸᾯ[ᾥ] − ᾙ)

ὩὮὦὩὯ
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反復法ᷥṀṗḭḙ線図表現

ᾯ[ᾥ+ 1] = ᾯ[ᾥ] − ᾇ(ὸᾯ[ᾥ] − ᾙ)

+

ᾙ
ὸᾯ[ᾥ] − ᾙ−

ὸσ

ᾇ

ᾯ[0]

ᾯ[ᾥ]ᾇ(ὸᾯ[ᾥ] − ᾙ)

ὩὯὦὩὯ


