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変更 休講 補講 知 ⋆ ⋆ ⋆

下記 回休講
月 日 木 日 補講
月 日 木
月 日 木

講義室 変更 補講
月 日 木 → 限 限
月 日 木 → 限 限
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連立線形方程式

変数 連立線形方程式

11 1 + 12 2 + · · · + 1 = 1

21 1 + 22 2 + · · · + 2 = 2

1 1 + 2 2 + · · · + =

表現

= , ∈ R × , ∈ R , ∈ R .
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連立線形方程式

=

行列 正則 仮定
厳密解

∗ = −1

変数 数 有限 厳密解 有限回 四則演算 求
消去法
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連立線形方程式

消去法 計算量 ∝ 3

10倍 計算量 1000倍

原理的 厳密解 求 非常 計算時間 場合
反復法 近似解 求 良 場合 多
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消去法 計算時間

= 10000 消去法 使
3 = 1012回 四則演算 必要

100 1011 秒間 億回 浮
動小数点演算 使 計算
計算時間

1012

1011
= 10秒

= 100000 変数 倍
3 = 1015回 四則演算 必要
同 使 計算時間

1015

1011
= 10000秒 ≈ 2時間 47分 計算時間 倍
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線形方程式 対 反復法

線形方程式
=

反復法

[ + 1] = [ ] + , = 0, 1, 2, . . .

行列 ∈ R × ∈ R

= + = ϕ( )

方程式 = 等価 選
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線形連立方程式 例

次 連立方程式 考

1 + 2 2 + 3 3 = 1

4 1 + 5 2 + 6 3 = 2

7 1 + 8 2 + 10 3 = 4

方程式 対角成分 左辺 残 残 右辺 移項

1 = −2 2 − 3 3 + 1

5 2 = −4 1 − 6 3 + 2

10 3 = −7 1 − 8 2 + 4
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線形連立方程式 例 法

次 方程式 得

1 = −2 2 − 3 3 + 1

2 = −4
5 1 − 6

5 3 + 2
5

3 = − 7
10 1 − 8

10 2 + 4
10

次 反復法 得 法

1[ + 1] = −2 2[ ] − 3 3[ ] + 1

2[ + 1] = −4
5 1[ ] − 6

5 3[ ] + 2
5

3[ + 1] = − 7
10 1[ ] − 8

10 2[ ] + 4
10
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線形連立方程式 例 法

法 = 0, 1, 2, . . .

1[ + 1] = −2 2[ ] − 3 3[ ] + 1

2[ + 1] = −4
5 1[ ] − 6

5 3[ ] + 2
5

3[ + 1] = − 7
10 1[ ] − 8

10 2[ ] + 4
10

2[ + 1] 計算 1[ ]

1[ + 1] 使用

3[ + 1] 計算 1[ ] 2[ ]

1[ + 1] 2[ + 1] 使用
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線形連立方程式 例 法

法 = 0, 1, 2, . . .

1[ + 1] = −2 2[ ] − 3 3[ ] + 1

2[ + 1] = −4
5 1[ + 1] − 6

5 3[ ] + 2
5

3[ + 1] = − 7
10 1[ + 1] − 8

10 2[ + 1] + 4
10



数値計算

線形方程式 反復法

連立方程式 =

行列 対角行列 下三角行列 上三角行列
用 = + + 分解

=


11 0 . . . 0

0 22

0
0 . . . 0

 , =


0 0 . . . 0

21 0

0

1 . . . , −1 0

 ,

=


0 12 . . . 1

0 0

−1,

0 . . . 0 0





数値計算

線形方程式 反復法

法 ϕ( ) = − −1( + )︸ ︷︷ ︸ + −1︸ ︷︷ ︸
法 ϕ( ) = −( + )−1︸ ︷︷ ︸ + ( + )−1︸ ︷︷ ︸

加速緩和法

ϕ( ) = ( + ω −1 )−1
{
(1 − ω) − ω −1

}
︸ ︷︷ ︸
+ ω( + ω )−1︸ ︷︷ ︸



数値計算

反復法 収束性

方程式 = 対 反復法

[ + 1] = [ ] +

ϕ( ) = +

不動点定理 写像ϕ R 縮小写像 任意
初期 [0] ∈ R 対 反復法 厳密解 ∗ 収

束
補題 写像 ϕ R 縮小写像⇔∥ ∥ < 1

∥ ∥ :=
∈R , ̸=0

∥ ∥2
∥ ∥2

=
√

1≤≤
|λ ( ⊤ )|
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反復法 収束 十分条件

∥ ∥ < 1 線形方程式 = + 唯一 解
∗ 持 任意 初期 [0] ∈ R 対 反復法

[ + 1] = [ ] + , = 0, 1, 2, . . .

厳密解 ∗ 収束
逆 成 立 ∥ ∥ ≥ 1 厳密解 ∗ 収
束 反復法 存在
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∥ ∥ ≥ 1 収束 反復法

次 反復法 考 > 1[
1[ + 1]

2[ + 1]

]
=

[
0
0 0

] [
1[ ]

2[ ]

]
+

[
1

2

]
表現

[ ] =

[
1[ ]

2[ ]

]
, =

[
0
0 0

]
, =

[
1

2

]
2 = 3 = 4 = · · · = 0

[1] = [0] + ,

[2] = [1] + = 2 [0] + + = + ,

[3] = [2] + = 3 [0] + 2 + + = + ,
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∥ ∥ ≥ 1 収束 反復法

同様

[ ] = + , = 2, 3, . . .

成 立 [ ] + 収束
方程式 = + 解 +

一方

∥ ∥ =

∥∥∥∥[00 0

]∥∥∥∥ = > 1.

> 1 任意 厳密解 収束 反復法 ∥ ∥
大 存在
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反復法 収束 必要十分条件

線形方程式
= +

一意解 持
任意 初期 [0] ∈ R 対 反復法

[ + 1] = [ ] + , = 0, 1, 2, . . .

線形方程式 = + 厳密解 ∗ 収束
必要十分条件

ρ( ) < 1

ρ( ) 行列 半径 固有値 絶対値 最大値

ρ( ) :=
1≤≤

|λ ( )| .
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証明

反復法

[ + 1] = [ ] + , = 0, 1, 2, . . .

任意 初期 [0] 対 厳密解 ∗ 収束
仮定

[ ] = [ ] − ∗

= ( [ − 1] + ) − ( ∗ + )

= ( [ − 1] − ∗)

= [ − 1]
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証明

[ ] = [ − 1] = 0, 1, 2, . . .

[ ] = [0] = ( [0] − ∗), = 0, 1, 2, . . .

固有値 λ = 1, 2, . . . , ) λ 属 固
有 = λ 成 立
初期 [0] = + ∗ = 1, 2, . . . ,

[ ] = ( + ∗ − ∗)

=

= −1( )

= −1(λ )

= λ −1 = · · · = λ
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証明

[ ] = λ

∥ [ ]∥ = ∥λ ∥ = |λ | ∥ ∥, = 1, 2, . . . ,

任意 [0] ∈ R 対 反復法 厳密解 ∗ 収束

→∞
[ ] = 0

→∞
∥ [ ]∥ =

→∞
|λ | ∥ ∥ = 0, = 1, 2, . . . ,

̸= 0 = 1, 2, . . . , |λ | < 1
ρ( ) < 1
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証明

逆 ρ( ) < 1 仮定
1 − ρ( ) > 0 実数 ε > 0 存在

1 − ρ( ) > ε

ε 対 行列 ∥ · ∥α 存在

∥ ∥α ≤ ρ( ) + ε < ρ( ) + 1 − ρ( ) = 1

行列 ∥ · ∥α 誘導
∥ · ∥α ϕ( ) = + R 縮小写像
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証明

反復法 生成 列 { [ ]} 任意 初期
[0] ∈ R 対 意味 厳密解 ∗

収束

→∞
∥ [ ] − ∗∥α = 0

連続性 公理 ∥ ∥α = 0 = 0

→∞
[ ] = ∗
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安定行列

半径 未満

ρ( ) < 1

行列 安定行列 単 安定行列 呼
次 反復法 漸化式

[ + 1] = [ ]

任意 初期 [0] ∈ R 対

→∞
[ ] = 0

必要十分条件 安定行列
線形 安定性 密接 関係
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法 法 収束条件⋆ ⋆ ⋆

方程式 = 行列 対角優位行列
法 任意 初期 対 厳密解 収束

法 任意 初期 対 厳密解 収
束

対角優位行列

| | >
∑
=1
̸=

| |, = 1, 2, . . . ,

成 立 行列
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法 収束条件

方程式 = 行列 対角成分行列 正定値対
称行列

法 任意 初期 対 厳密解 収
束

対称行列 ∈ R × 正定値 ̸= 0 任意
∈ R 対

′ =
∑
, =1

> 0

成立 言
正定値対称行列 > 0 表
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例題 ⋆ ⋆ ⋆

次 方程式 考 2 −1 0
−1 3 −1
0 −1 2


︸ ︷︷ ︸

 1

2

3


︸ ︷︷ ︸

=

12
3


︸︷︷︸

行列 対角優位行列

| 11| = 2 > 1 = | 12| + | 13|
| 22| = 3 > 2 = | 21| + | 23|
| 33| = 2 > 1 = | 31| + | 32|

上 方程式 = 対 法
法 反復法 任意 初期 対

厳密解 ∗ = −1 収束
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練習問題

次 方程式 対 法 法 反復
法 収束性 調 [

2 1
1 4

] [
1

2

]
=

[
1
2

]
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解答例

行列

=

[
2 1
1 4

]
=

[
11 12

21 22

]
対

| 11| = 2 > 1 = | 12|
| 22| = 4 > 1 = | 21|

行列 対角優位行列
上 方程式 対 法

法 反復法 任意 初期 対 厳密解 ∗ 収
束


