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反復法 収束性解析 誤差解析

非線形方程式
( ) = 0

= ϕ( ) 形 等価変形
反復法

[ + 1] = ϕ( [ ]), = 0, 1, 2, . . . , [0] ∈ ⊂ R

R 閉部分集合
反復法 収束性 ϕ 縮小写像 任意
初期値 [0] 対 上 反復法 厳密解 収束
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不動点近傍 収束条件

縮小写像 条件
∀ ∈ , ϕ( ) ∈
∃ ∈ [0, 1), ∀ , ∈ , ∥ϕ( ) − ϕ( )∥ ≤ ∥ − ∥

領域 ϕ 不動点 ∗ = ϕ( ) 厳密解
含 条件 不要
不動点 ∗ 近傍 ( ∗, ) 収束条件 考

( ∗, ) 中心 ∗ 半径 > 0 閉球

∗



数値計算

不動点近傍 収束条件

以下 仮定
ϕ : R → R
∗ ϕ 不動点 = ϕ( ) 厳密解
⊂ R ∗ 中心 半径 > 0 閉球

= ( ∗, ) = { ∈ R : ∥ − ∗∥ ≤ } ⊂ R

∈ [0, 1) 存在 任意 , ∈ 対

∥ϕ( ) − ϕ( )∥ ≤ ∥ − ∥
∗ 内 唯一 不動点 [0] ∈ 初期値

反復法

[ + 1] = ϕ( [ ]), = 0, 1, 2, . . .

生成 列 { [ ]} 対

→∞
[ ] = ∗
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定理 証明

任意 ∈ 対

ϕ( ) ∈ = ( ∗, ) = { ∈ R : ∥ − ∗∥ ≤ }

示
実際 ∗ = ϕ( ∗) 条件

∥ϕ( ) − ϕ( )∥ ≤ ∥ − ∥

用

∥ϕ( ) − ∗∥ = ∥ϕ( ) − ϕ( ∗)∥ ≤ ∥ − ∗∥ ≤ <

ϕ( ) ∈
不動点定理 定理 成 立
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ϕ 微分可能 場合

写像 ϕ : R → R 不動点 ∗ 閉区間

= [ ∗ − , ∗ + ], > 0

ϕ 次 条件 満
ϕ 上 1 級

∈ [0, 1) 存在 任意 ∈ 対

|ϕ′( )| ≤ .

∗ 内 唯一 不動点 [0] ∈ 初期値
反復法

[ + 1] = ϕ( [ ]), = 0, 1, 2, . . .

生成 列 { [ ]} 対

→∞
[ ] = ∗

成 立
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法⋆ ⋆ ⋆

変数 非線形方程式 ( ) = 0 対 法

[ + 1] = [ ] −
( [ ])
′( [ ])

, = 0, 1, 2, . . .

∗ 方程式 ( ) = 0 解
∗ 含 閉区間
2 級 任意 ∈ 対 ′

( ) ̸= 0

仮定
写像

ϕ( ) = −
( )
′
( )

, ∈ .

関数 対 仮定 上

= ϕ( ) ⇔ ( ) = 0
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√
求 法⋆ ⋆ ⋆

> 0
√

求 数値計算 考
次 方程式 近似解 求

( ) = 2 − = 0

′
( ) = 2

反復法

[ + 1] = [ ] −
( [ ])
′
( [ ])

= [ ] −
[ ]2 −
2 [ ]

=
1

2
[ ] +

2 [ ]
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√
求 法 収束性

反復法

[ + 1] =
1

2
[ ] +

2 [ ]
= ϕ( [ ])

写像 ϕ 微分 ϕ′

ϕ( ) =
1

2
+

2
, ϕ′( ) =

1

2
−

2 2

|ϕ′( )| < 1 区間 見
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√
求 法 収束性

ϕ′( ) =
1

2
−

2 2

= 2 場合 ϕ′( )
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√
求 法 収束性

ϕ′( ) =
1

2
−

2 2

>
√

0 < ϕ′( ) <
1

2√
2
≤ ≤

√

−
1

2
≤ −ϕ′( ) ≤ 0

以上 任意 ∈ :=
[√

2
,∞

)
対

|ϕ′( )| ≤
1

2
< 1
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√
求 法 収束性

任意 ∈ 対

ϕ( ) =
1

2

(
+

)
≥

√
· =

√
>

√
2

相加平均 相乗平均 不等式

上 式 任意 ∈ 対 ϕ( ) ∈
以上 ϕ( ) 上 縮小写像

不動点定理 初期値
√

2
以上 例 [0] =

法 生成 数列 { [ ]}
√

収束
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法 収束条件

以下 仮定
∗ 方程式 ( ) = 0 解

∗ 含 閉区間 [ ∗ − , ∗ + ] > 0

上 2級 ′ ̸= 0

∈ [0, 1) 存在 任意 ∈ 対∣∣∣∣∣ ( )
′′
( )

′( )2

∣∣∣∣∣ ≤
任意 初期値 [0] ∈ 出発 反復法

[ + 1] = [ ] −
( [ ])
′
( [ ])

, = 0, 1, 2, . . .

方程式 ( ) = 0 解 ∗ 収束
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法 収束 速

( ) = 0 対 法

[ + 1] = [ ] −
( [ ])
′
( [ ])

, = 0, 1, 2, . . .

収束 仮定 収束 速 考察
∗ 方程式 ( ) = 0 解

∗ 含 閉区間
2 級 任意 ∈ 対 ′

( ) ̸= 0
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法 収束 速

定理 ξ ∈ ( [ ], ∗) ξ ∈ ( ∗, [ ])
存在

( ∗) = ( [ ])+ ′( [ ])( ∗− [ ])+
1

2

′′(ξ)( ∗− [ ])2

( ∗) = 0 代入 整理

( [ ]) = − ′( [ ])( ∗ − [ ]) −
1

2

′′(ξ)( ∗ − [ ])2

反復 式 代入 整理

[ + 1] = ∗ +
′′
(ξ)

2
′
( [ ])

( ∗ − [ ])2
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法 収束 速

[ + 1] = ∗ +
′′(ξ)

2 ′( [ ])
( ∗ − [ ])2

上 式

| [ + 1] − ∗| =

∣∣∣∣∣
′′
(ξ)

2
′
( [ ])

∣∣∣∣∣ · | [ ] − ∗|2

閉区間 上 2 級 任意 ∈ 対
′
( ) ̸= 0

:=
, ∈

∣∣∣∣∣
′′
( )

2
′
( )

∣∣∣∣∣ < ∞
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法 収束 速

以上 任意 = 0, 1, 2, . . . 対

| [ + 1] − ∗| ≤ | [ ] − ∗|2

法 収束 次収束
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練習問題

次 方程式 近似解 求 法 導出
3 3 − 2 − 5 = 0
= 2
− =
= 1

2
+

方程式 ( ) = 0 近似解 求 法

[ + 1] = [ ] −
( [ ])
′
( [ ])

, = 0, 1, 2, . . .
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練習問題解答

( ) = 3 3 − 2 − 5

′
( ) = 9 2 − 2

方程式 ( ) = 0 近似解 求 法

[ + 1] = [ ] −
( [ ])
′( [ ])

= [ ] −
3 [ ]3 − 2 [ ] − 5

9 [ ]2 − 2
,

= 0, 1, 2, . . .

与
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練習問題解答

( ) = − 2

′( ) = 1 − 2

方程式 ( ) = 0 近似解 求 法

[ + 1] = [ ] −
( [ ])
′( [ ])

= [ ] −
[ ] − 2 [ ]

1 − 2 [ ]
,

= 0, 1, 2, . . .

与
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練習問題解答

( ) = − −

′( ) = − − −

方程式 ( ) = 0 近似解 求 法

[ + 1] = [ ] −
( [ ])
′
( [ ])

= [ ] +
− [ ] − [ ]
− [ ] + [ ]

,

= 0, 1, 2, . . .

与
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練習問題解答

( ) = − 1/2 −

′( ) = 1 −

方程式 ( ) = 0 近似解 求 法

[ + 1] = [ ] −
( [ ])
′( [ ])

= [ ] −
[ ] − 1/2 − [ ]

1 − [ ]
,

= 0, 1, 2, . . .

与
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反復法 誤差解析

反復法

[ + 1] = ϕ( [ ]), = 0, 1, 2, . . .

反復法 大域的 収束 任意 [0] ∈ R 対

→∞
[ ] = ∗

仮定
実際 反復法 実行

有限回 反復 打 切 打切 誤差
計算過程 丸 誤差

必 生
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反復法 打 切 誤差

反復法

[ + 1] = ϕ( [ ]), = 0, 1, 2, . . .

写像 ϕ R 上 縮小写像

∥ϕ( ) − ϕ( )∥ ≤ ∥ − ∥, ∀ , ∈ R

反復法 回 打 切 打切 誤差 関

∥ ∗ − [ ]∥ ≤
1 −

∥ϕ( [0]) − [0]∥.

成 立 打切 誤差 上界
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丸 誤差 含 反復法

丸 誤差 有界 δ > 0 存在

≥0
∥ [ ]∥ ≤ δ, = 0, 1, 2, . . .

仮定
初期値 [0] 丸 誤差 無
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丸 誤差 含 反復法

反復法

[ + 1] = ϕ( [ ]), = 0, 1, 2, . . .

= 0
[1] = ϕ( [0])

[1] 丸

˜[1] = ϕ( [0]) + [0], [0] : 丸 誤差

以下同様 = 0, 1, 2, . . . 対

˜[ + 1] = ϕ(˜[ ]) + [ ], [ ] : 丸 誤差

˜[0] = [0]
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反復法 丸 誤差

丸 誤差 [ ] 含 反復法

[ + 1] = ϕ( [ ]) + [ ], = 0, 1, 2, . . .

写像 ϕ R 上 縮小写像

∥ϕ( ) − ϕ( )∥ ≤ ∥ − ∥, ∀ , ∈ R

丸 誤差 含 反復法 回 打 切 数値誤差
関

∥ ∗ − ˜[ ]∥ ≤
1 −

∥ϕ( [0]) − [0]∥ +
1 −
1 −

δ

成 立 打切 誤差 上界+丸 誤差 上界
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誤差 少 反復法

打切 誤差 丸 誤差 評価

∥ ∗ − ˜[ ]∥ ≤
1 −

∥ϕ( [0]) − [0]∥ +
1 −
1 −

δ

縮小写像 ϕ 定数 初期値 [0] 丸 誤差 最大
値 δ 与 数値計算 実行前 誤差 評価
δ 小 誤差 少

小 良 必要
δ 小 精度 良 計算機 必要


