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数値誤差

Ὠ 実数値ḉ有限桁ᷥ数ᷞ近似᷐Ḃ際ᷢ発生᷐Ḃ丸᷸誤差
Ὡ 極限操作᷻無限個ᷥ数ᷥ和ᷡᷠḉ有限ᷞ近似᷐Ḃ際ᷢ発生᷐
Ḃ打切ḁ誤差

Ὠὗᷦ数値ᷥ近似ᷢ関᷐Ḃ誤差ᴘὩὗᷦ操作ᷥ近似ᷢ関᷐Ḃ誤差ᴙ
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丸᷸誤差

数値ᷥ丸᷸ὗὟᾧ = 3ᷥ場合ὠᴙϵᷦṈḡṝḎṁḡṗṝὥ

2−1 20 21 22

ϵ

数直線上ᷥ任意ᷥ点ᷦᴘ最᷹近ᶻ格子点ᷥ数値ᷞ近似᷌ḃḂ
ᴮ丸᷸ḀḃḂᴯᴙ
量子化᷹ᷟ呼ᷭ
ṈḡṝḎṁḡṗṝά 1 + ϵ = 1 ᷟᷡḂ数ᴙ単精度ᷥ場合ᴘ

ϵ = 2−24+1 ≈ 1.192 × 10−7

Scilab ᷞᷦ %eps ᷞṈḡṝḎṁḡṗṝ᷃定義᷌ḃᷝᶻḂᴙ
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丸᷸誤差ᷥ見積᷹ḁ

ᾤ ≤ |ᾯ| ≤ ᾄ ᷞᶹḂ実数 ᾯ ḉ考ᶿḂᴙ
᷊ᷥ ᾯ ᷢ対᷎ᷝᴘ浮動小数点数ᷢ丸᷸ᷖ数ḉ ᾯ̃ ᷟ᷁᷆ᷟᴘ

ᾯ̃ = ᾯ(1 + δ), |δ| ≤
ϵ

2

᷊ḃḉ用ᶻḃᷧ丸᷸誤差ᷦ

|ᾯ̃− ᾯ| = |δᾯ| ≤
ϵ

2
· |ᾯ|

ϵ/2 ḉ丸᷸ᷥ単位ᷟ呼ᷭᴙ
上ᷥ式ᷥ両辺ḉ |ᾯ|ᷞ割Ḃᷟ∣∣∣∣∣ ᾯ̃− ᾯ

ᾯ

∣∣∣∣∣ ≤ ϵ

2

᷊ᷥ式ᷥ左辺ḉ相対誤差ᷟ呼ᷭᴙ
丸᷸ᷥ相対誤差 ≤丸᷸ᷥ単位 = ṈḡṝḎṁḡṗṝ/2ᴙ
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桁落ᷘ

非常ᷢ近ᶻ数ᷠᶽ᷎ᷥ引算ᷞ有効桁数᷃損失ᴛ桁落ᷘ
1.23456 − 1.23455 = 0.00001 = 1 × 10−5

有効数字Ὥ桁→Ὠ桁

ᷖᷟᶿᷧ 1− ᾚᾦᾪ ᾯ ᷦ ᾯ ᷃小᷌ᶻᷟ᷄ᷦᴘᾚᾦᾪ ᾯ ≈ 1 ᷟᷡḁ桁落
ᷘ᷃生᷏Ḃ恐ḃ᷃ᶹḂᷥᷞᴘ次᷿ᷥᶽᷢ計算ᴛ

1 − ᾚᾦᾪ ᾯ = 2 ᾪᾠᾥ2
(
ᾯ
2

)
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情報落ᷘ

非常ᷢ大᷄ᷡ数ᷟ非常ᷢ小᷌ᷡ数ᷥ足᷎算
→結果ᷦᷲᷟḊᷠ変化᷎ᷡᶻᴮ情報落ᷘᴯ

有効数字᷃Ὢ桁ᷥ計算機ḉ考ᶿḂᴙ
1.00 × 103 ᷟ 1.00 × 10−3 ḉ足᷎合Ḇ᷒Ḃᷟᴘ

1.00 × 103 + 1.00 × 10−3 = 1000 + 0.001

= 1000.001

= 1.000001 × 103

計算結果ḉὪ桁ᷢ丸᷸Ḃᷟ 1.00 × 103 →計算結果ᷢ変化ᷡ
᷎

ᾅᾘᾧᾠᾜᾩὗᷥ数ᷥ近似値
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情報落ᷘ

ᾅᾘᾧᾠᾜᾩὗᷥ数ᷥ近似値

ᾜ ≈
ᾅ∑
ᾥ=0

1

ᾥ!
= 1 + 1 +

1

2
+

1

6
+

1

24
+ · · · +

1

ᾅ!

ᾥ = 0, 1, 2, . . . ,ᾅ ᷥ順番ᷞ計算᷐Ḃ
大᷄ᷡ ᾥ ᷞ情報落ᷘᷥ可能性

ᾥ = ᾅ,ᾅ− 1, . . . , 1, 0ᷥ順番ᷞ計算᷐Ḃ
情報落ᷘᷦ起᷄ᷡᶻ
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浮動小数点数ᷥ演算ᷢ᷁᷈Ḃ丸᷸誤差

半径 1/3ᷥ円ᷥ面積 ᾊ ḉ求᷸Ḃᴙ
厳密解

ᾊ = π ×
(
1

3

)2

=
π

9
= 0.34906585 . . .

近似解ᴮ有効数字Ὠ桁ᴯ

ᾊ̃ = 3 × (0.3)2 = 0.27 → 0.3
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浮動小数点数ᷥ演算ᷢ᷁᷈Ḃ丸᷸誤差

半径 1/3ᷥ円ᷥ面積 ᾊ ḉ求᷸Ḃᴙ
厳密解

ᾊ = π ×
(
1

3

)2

=
π

9
= 0.34906585 . . .

近似解ᴮ有効数字Ὠ桁ᴯ

ᾊ̃ = 3 × (0.3)2 = 0.27 → 0.3

第一ᷥ誤差ά |0.34906585 . . . − 0.27| = 0.0790659 . . .
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浮動小数点数ᷥ演算ᷢ᷁᷈Ḃ丸᷸誤差

半径 1/3ᷥ円ᷥ面積 ᾊ ḉ求᷸Ḃᴙ
厳密解

ᾊ = π ×
(
1

3

)2

=
π

9
= 0.34906585 . . .

近似解ᴮ有効数字Ὠ桁ᴯ

ᾊ̃ = 3 × (0.3)2 = 0.27 → 0.3

第一ᷥ誤差ά |0.34906585 . . . − 0.27| = 0.0790659 . . .

第二ᷥ誤差ά |0.27 − 0.3| = 0.03ᴮ発生誤差ᴯ
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浮動小数点数ᷥ演算ᷢ᷁᷈Ḃ丸᷸誤差

半径 1/3ᷥ円ᷥ面積 ᾊ ḉ求᷸Ḃᴙ
厳密解

ᾊ = π ×
(
1

3

)2

=
π

9
= 0.34906585 . . .

近似解ᴮ有効数字Ὠ桁ᴯ

ᾊ̃ = 3 × (0.3)2 = 0.27 → 0.3

第一ᷥ誤差ά |0.34906585 . . . − 0.27| = 0.0790659 . . .

第二ᷥ誤差ά |0.27 − 0.3| = 0.03ᴮ発生誤差ᴯ
全体ᷥ誤差ά ≤第一ᷥ誤差+第二ᷥ誤差 = 0.109 . . .
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打切ḁ誤差

ḝṝḾṏᴨḩᷞ計算᷐Ḃ᷸ᷖᷢᴘ微分᷻積分ᷡᷠᷥ極限操作ḉ
離散化᷎ᷖḁᴘὗ無限個ᷥ数ᷥ和ḉ有限回ᷞ打ᷘ切ᷚᷖḁ᷎ᷖᷟ
᷄ᷢ生᷏Ḃ誤差ᴙ
微分ά 極限操作ḉ含᷷ᴙ

ᾝ′(ᾯ) = ᾣᾠᾤ
ᾟ→0

ᾝ(ᾯ+ ᾟ) − ᾝ(ᾯ− ᾟ)
2ᾟ

ḝṝḾṏᴨḩᷞ計算᷐Ḃᷢᷦᴘ十分小᷌ᶻ正ᷥ数 ᾟ ḉᷟḁᴘ

δᾟᾝ(ᾯ) :=
ᾝ(ᾯ+ ᾟ) − ᾝ(ᾯ− ᾟ)

2ᾟ

ᾟά ḣḰḭṁ幅ᴘδᾟᾝ(ᾯ)ά ᾝ
′
(ᾯ)ᷥ中心差分近似

ὨὪὦὩὩ



数値計算

中心差分近似ᷥ打ᷘ切ḁ誤差

打切ḁ誤差ά ε0 = δᾟᾝ(ᾯ) − ᾝ′(ᾯ)
ᾝ(ᾯ) ḉᾋᾘᾰᾣᾦᾩὗ展開ά

ᾝ(ᾯ± ᾟ) = ᾝ(ᾯ) ± ᾟᾝ′(ᾯ) +
ᾟ2

2
ᾝ′′(ᾯ) ±

ᾟ3

6
ᾝ′′′(θ±)

θ+ ∈ (ᾯ, ᾯ+ ᾟ)ὣ θ− ∈ (ᾯ− ᾟ, ᾯ)
᷊ḃ᷿ḁ

δᾟᾝ(ᾯ) =
ᾝ(ᾯ+ ᾟ) − ᾝ(ᾯ− ᾟ)

2ᾟ

= ᾝ′(ᾯ) +
ᾟ2

12
ᾝ′′′(θ+) +

ᾟ2

12
ᾝ′′′(θ−)

∴ ε0 = δᾟᾝ(ᾯ) − ᾝ′(ᾯ) =
ᾟ2

12

(
ᾝ′′′(θ+) + ᾝ′′′(θ−)

)
ὨὫὦὩὩ
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丸᷸誤差ᷟ打切ḁ誤差

丸᷸誤差᷃存在᷎ᷡᶻᷟ᷄ᷥ打切ḁ誤差

ε0 =
ᾟ2

12

(
ᾝ′′′(θ+) + ᾝ′′′(θ−)

)
丸᷸誤差᷃存在᷎ᷡᶻᷟ᷄ᷦᴘε0 → 0 Ὗᾟ → 0ὠ
丸᷸誤差᷃存在᷐Ḃᷟ᷄

ᾟ ḉ小᷐᷎᷌᷆᷅Ḃᷟᴘ丸᷸誤差ᷥ影響᷃大᷄᷆ᷡḁᴘ誤差ᷦ拡大
᷐Ḃᴙ
適切ᷡḣḰḭṁ幅 ᾟ ḉ設定᷐Ḃ必要᷃ᶹḂᴙ
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反復法

反復法ᴛ簡単ᷢᷦ解᷈ᷡᶻ難᷎ᶻ問題ḉᴘ単純ᷡ問題ᷥ繰ḁ返
᷎ᷞ解᷆ᴮ近似解ḉ求᷸Ḃᴯ方法ᴙ
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反復法ᷥ定式化

ᶹḂ集合 ᾏ 上ᷥ写像 ϕ ᷟ初期値 ᾯ0 ∈ ᾏ ḉ与ᶿᷝ

ᾯ[ᾥ+ 1] = ϕ(ᾯ[ᾥ]), ᾥ = 0, 1, 2, . . . , ᾯ[0] = ᾯ0

᷿ᷢḁ漸近的ᷢ厳密解ᷢ収束᷌᷒Ḃᴙ
集合 ᾏά 実軸上ᷥ閉区間᷻ Rᾅ ᷢ᷁᷈Ḃ単位球ᴘᾅ× ᾅ ᷥ対称
行列全体ᷡᷠᴙ

厳密解 ᾯ∗ ᷦ集合 ᾏ 内ᷢ存在᷐Ḃᷟ仮定᷐Ḃᴙ
関数 ϕ ḉᶽ᷵᷆選ᷭᷟᴘ ᾣᾠᾤᾥ→∞ ᾯ[ᾥ] = ᾯ∗ᴙ
収束ᷥ速᷹᷌関数 ϕᷥ選ᷪ方ᷢ依存᷐Ḃᴙ

ὨὮὦὩὩ
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√
ᾘḉ求᷸Ḃ反復法⋆ ⋆ ⋆

ᾘ > 0᷃与ᶿḀḃᷖᷟ᷄ᴘ
√
ᾘ ᷥ近似値ḉ求᷸ᷖᶻᴙ

√
ᾘ ᷦ方程式 ᾯ2 = ᾘ ᷥ厳密解ᴙ

ᾯ > 0ᷥ範囲ᷞ考ᶿḂᷟ

ᾯ2 = ᾘ

⇔ ᾯ =
ᾘ
ᾯ

⇔ 2ᾯ = ᾯ+
ᾘ
ᾯ

⇔ ᾯ =
1

2

(
ᾯ+

ᾘ
ᾯ

)
= ϕ(ᾯ)

ὨὯὦὩὩ
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√
ᾘḉ求᷸Ḃ反復法⋆ ⋆ ⋆

実数 ᾘ > 0 ᷢ対᷎ᷝᴘ
√
ᾘ ᷥ近似値ḉ求᷸Ḃ反復法ᷦ以下ᷞ

与ᶿḀḃḂά

ᾯ[ᾥ+ 1] = ϕ(ᾯ[ᾥ]), ᾥ = 0, 1, 2, . . . ,

ϕ(ᾯ) =
1

2

(
ᾯ+

ᾘ
ᾯ

)
᷊ᷥ反復法᷃ᶹḂ値 ᾯ∗ ∈ [0,∞) ᷢ収束᷐᷎ᷖᷟḂᷟ

ᾯ∗ = ϕ(ᾯ∗) =
1

2

(
ᾯ∗ +

ᾘ
ᾯ∗

)
᷊ḃ᷿ḁ ᾯ∗ =

√
ᾘᴙ

上ᷥ反復法ᷦ収束᷐ḃᷧᷔḃᷦ
√
ᾘ ᷟᷡḂᴙ

ὨὰὦὩὩ
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練習問題

ᾅᾜᾮᾫᾦᾥὗ法ḉ使ᷚᷝᴘ
√
ᾘ ᷥ近似値ḉ ᾯ[3]᷵ᷞ求᷸ᴘ真値ᷟ比較᷒

᷿ᴙὗ᷎ᷖᷗᴘᾘ ᷥ値ᷦᴘ自分ᷥ学籍番号ᷥ末尾ᷢ従ᷚᷝᴘ下記᷿ᷥᶽᷢ
設定᷎ᴘὗᾅᾜᾮᾫᾦᾥὗ法ᷥ初期値ᷦ ᾯ[0] = ᾘ ᷿ᷟ᷒ᴙ

末尾= 0 ᾦᾩ 2 → ᾘ = 2 Ὗ
√
2 = 1.41421356 . . .ὠ

末尾= 1 ᾦᾩ 3 → ᾘ = 3 Ὗ
√
3 = 1.73205081 . . .ὠ

末尾= 4 ᾦᾩ 5 → ᾘ = 5 Ὗ
√
5 = 2.23606798 . . .ὠ

末尾= 6 ᾦᾩ 7 → ᾘ = 6 Ὗ
√
6 = 2.44948974 . . .ὠ

末尾= 8 ᾦᾩ 9 → ᾘ = 7 Ὗ
√
7 = 2.64575131 . . .ὠ

ὩὧὦὩὩ



数値計算

ᾘ = 7ᷥ場合ᷥ解答例

初期値ḉ ᾯ[0] = 7 ᷎ᷟᴘᾅᾜᾮᾫᾦᾥὗ法᷿ᷢḁᴘ近似値 ᾯ[3] ḉ求᷸Ḃᴛ

ᾯ[1] =
1

2

(
ᾯ[0] +

ᾘ
ᾯ[0]

)
=

1

2

(
7 +

7

7

)
= 4

ᾯ[2] =
1

2

(
ᾯ[1] +

ᾘ
ᾯ[1]

)
=

1

2

(
4 +

7

4

)
= 2.875

ᾯ[3] =
1

2

(
ᾯ[2] +

ᾘ
ᾯ[2]

)
=

1

2

(
2.875 +

7

2.875

)
= 2.655 . . .

真値ᷦᴘ
√
7 = 2.64575131 . . .ᷞᶹḂᷥᷞᴘᷔᷥ差ᷦ

|2.64575131 . . . − 2.655 . . . | = 0.0092 . . . ≤ 0.01

ᷟᷡḂᴙ᷐ᷡḆᷘᴘ近似値 ᾯ[3]ᷦ小数点以下第ᵼ位᷵ᷞ正᷎ᶻᴙ
ὩὨὦὩὩ
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反復法ᷢ᷁᷈Ḃ基本問題

反復法ᷦ厳密解ᷢ収束᷐Ḃ᷂ᷥᴝ
収束᷐Ḃ᷎ᷟᷝᴘᷔᷥ速᷌ᷦᴝ
反復法ḉ有限回ᷞ打ᷘ切ᷚᷖᷟ᷄ᷥ誤差ᷦᴝ
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