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多項式補間ᴚ最小Ὡ乗法ᴚ正則化法

ḱᴨḩ(ᾯ1, ᾰ1), . . . , (ᾯᾅ, ᾰᾅ)᷃与ᶿḀḃᷖᷟ᷄ᴘὗ᷊ᷥḱᴨḩ点ᷥᷡ
Ḃᷰ᷆近᷆ḉ通Ḃ多項式曲線

ᾰ = ᾝᾄ(ᾯ) = ᾚ0 + ᾚ1ᾯ+ ᾚ2ᾯ2 + · · · + ᾚᾄᾯ
ᾄ

ḉ求᷿᷸Ὗ係数ṃḙḲṕᾚ = [ᾚ0, ᾚ1, . . . , ᾚᾄ]⊤ḉ求᷿᷸ὠᴙ

多項式補間ά ᾄ = ᾅ− 1᷎ᷟᴘ ᾚ = Φ−1ᾰ
最小Ὡ乗法ά ᾄ < ᾅ− 1᷎ᷟᴘ ᾚ = (Φ⊤Φ)−1Φ⊤ᾰ
正則化法ά ᾄ = ᾅ− 1᷎ᷟᴘ ᾚ = (λᾀ+ Φ⊤Φ)−1Φ⊤ᾰ
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ᾄ ≥ ᾅ− 1ᷥᷟ᷄

例ᶿᷧᴺ᷹ᷟᷥ多項式ᷥ次数ᷦ高ᴦὨὧὧ次以下ᴻᷟᶻᶽ情報᷃
得Ḁḃ᷐ᷖᷟḂ
᷊ḃ᷵ᷞᷥ方法ḉ使ᶽᷡḀᴘḱᴨḩᷦᾅ = 101個ὗὟ以上ὠὗ必要

ᾄ ≤ ᾅ− 1ᷥ場合ᷥ᷶ḉ考ᶿᷝᶻᷖᷥᷞ

ḱᴨḩḉὨὧὨ個᷹取ᷚᷝ᷆Ḃᷥᷦ大変
ḱᴨḩ᷃Ὠὧ個程度᷹ᷞὗὟᾄ > ᾅ− 1ᷥ場合᷹ᷞὠὗ多項式ḉ推
定᷎ᷖᶻ
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ᾄ ≥ ᾅ− 1ᷥᷟ᷄

ᾄ > ᾅ− 1ᷥᷟ᷄

ᾯ

ᾰ

ᾅ点ḉ通Ḃᾄ次曲線ᷦ無数ᷢ存在᷐ḂᴙὟᾅ = 2,ᾄ = 2ὠ
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ᾄ ≥ ᾅ− 1ᷥᷟ᷄

補間多項式ᷥ係数 ᾚ = [ᾚ0, ᾚ1, . . . , ᾚᾄ]ḉ求᷸Ḃ方程式

ᾰ = Φᾚ, Φ ∈ Rᾅ×(ᾄ+1)

Φᷦ横長ᷥ行列⇒解ᷦ無数ᷢᶹḂ
無数ᷢᶹḂ解ᷥᶽᷘᴘ最᷹長᷌᷃小᷌ᶻ᷹ᷥḉ選ᷭ

(ᾇ2) ᾤᾠᾥ
ᾚ

∥ᾚ∥2 ᾪᾬᾙᾡᾜᾚᾫὗᾫᾦ ᾰ = Φᾚ

᷊ḃḉ最小ḸṕṊ解ᷟ呼ᷪᴘ以下ᷞ与ᶿḀḃḂᴙ

ᾚ⋆ = Φ⊤(ΦΦ⊤)−1ᾰ

ὬὦὨὯ



数値計算

ᾄ ≥ ᾅ− 1ᷥᷟ᷄

次᷿ᷥᶽᷡḱᴨḩḉ考ᶿḂᴙ
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ᾰ = −ᾯ80 + ᾯ

ὭὦὨὯ



数値計算

ᾄ ≥ ᾅ− 1ᷥᷟ᷄

ᾰ = −ᾯ80 + ᾯ ḉὗὨὨ点᷂Ḁ推定᷎ᷖᶻ
多項式ᷥ係数ᷥᷲᷟḊᷠᷦὧὗὟḣḻᴨḣὠ
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ḣḻᴨḣᷡ多項式

多項式

ᾰ = ᾝᾄ(ᾯ) = ᾚ0 + ᾚ1ᾯ+ ᾚ2ᾯ2 + · · · + ᾚᾄᾯ
ᾄ

ᷥ係数ᾚᾡᷥᷲᷟḊᷠ᷃ὧᷞᶹḂᷟ᷄ᴘ᷊ᷥ多項式ᷦḣḻᴨḣᷞᶹ
Ḃᷟᶻᶽᴙ
ṃḙḲṕ ᾚ = [ᾚ0, ᾚ1, . . . , ᾚᾄ]⊤ ᷢ対᷎ᷝ

∥ᾚ∥0 := ὧᷞᷡᶻ係数ᷥ数

ᷟ定義᷐Ḃᴙ
ḣḻᴨḣᷡṃḙḲṕ ᾚ ᷟᷦ ∥ᾚ∥0 ᷥ値᷃ᾄᷢ᷆Ḁᷰᷝ十分小᷌
ᶻṃḙḲṕ᷊ᷥᷟᷞᶹḂᴙ
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ḣḻᴨḣᷡ多項式᷿ᷢḂ補間

補間条件

ὼ =
ᾅ∑
ᾥ=1

|ᾰᾥ − ᾝᾄ(ᾯᾥ)|2 = (ᾰ− Φᾚ)⊤ (ᾰ− Φᾚ) = 0

᷐ᷡḆᷘᴘᾰ− Φᾚ = 0ὥ
ᾄ > ᾅ− 1ᷞᶹḂ᷂Ḁᴘ行列Φ ∈ Rᾅ×(ᾄ+1) ᷦ横長ᷥ行列ᴙ
方程式 ᾰ− Φᾚ = 0 ḉ満᷐ᷖᾚᷦ無数ᷢ存在᷐Ḃᴙ

次ᷥ最適化問題ḉ解᷆

(ᾇ0) ᾤᾠᾥ
ᾚ

∥ᾚ∥0 ᾪᾬᾙᾡᾜᾚᾫὗᾫᾦ ᾰ− Φᾚ = 0

᷐ᷡḆᷘᴘ無数ᷢ存在᷐Ḃ補間多項式ᷥ中ᷞᴘ最᷹ḣḻᴨḣ᷹ᷡ
ᷥḉ求᷸Ḃᴙ
真ᷥ解ᾚ∗᷃ ∥ᾚ∗∥0 < ᾅ ḉ満ᷖ᷒ᷧᴘᷲᷟḊ᷐ᷠᷰᷝᷥΦᷢ対᷎
ᷝᴘὗὟᾇ0ὠὗᷥ最適解ᷦ真ᷥ解 ᾚ∗ ᷢ一致᷐Ḃ᷊ᷟ᷃知ḀḃᷝᶻḂᴙ
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ℓ0最適化問題

最適化問題

(ᾇ0) ᾤᾠᾥ
ᾚ

∥ᾚ∥0 ᾪᾬᾙᾡᾜᾚᾫὗᾫᾦ ᾰ− Φᾚ = 0

ḉℓ0最適化問題ᷟ呼ᷭᴙ
最᷹単純ᷡ方法
Ὠ ᷵᷑ᴘᾚ = 0᷃解ᷞᶹḂ᷂ᷠᶽ᷂ḉ調ᷰḂᴙ解ᷞᶹḃᷧ終了ᴙᷔᶽ
ᷞᷡ᷈ḃᷧᴘᾒὩᾔᷯ進᷷ᴙ

Ὡ ᾠ = 1ᷟ᷁᷆ᴙ
Ὢ ∥ᾚ∥0 = ᾠ ᷥ

(ᾄ+1
ᾠ

)
種類ᷥṃḙḲṕᷢ対᷎ᷝᴘ∥ᾰ− Φᾚ∥2 ḉ最小

化᷐ḂṃḙḲṕḉ求᷸Ḃᴙ
Ὣ 上ᷥ中ᷞ∥ᾰ− Φᾚ∥2 = 0ᷟᷡḂ᷹ᷥ᷃ᶹḃᷧ終了ᴙᷔᶽᷞᷡ᷈
ḃᷧᴘᾠḉ一ᷛ増᷎᷻ᷝᾒὪᾔᷯ戻Ḃᴙ
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ℓ1緩和

単純ᷡ方法ᷥ問題点ᴛᾄ᷃大᷄᷆ᷡḂᷢ従ᷚᷝᴘ計算量ᷦ指数
関数的ᷢ増大᷐ḂᴙὟ難᷎ᶻ問題ὠ
新᷎ᶻḌḎḱḌᴛ簡単ᷡ問題ᷞ難᷎ᶻ問題ḉ近似᷐Ḃ

(ᾇ1) ᾤᾠᾥ
ᾚ

∥ᾚ∥1 ᾪᾬᾙᾡᾜᾚᾫὗᾫᾦ ᾰ− Φᾚ = 0

᷎ᷖᷗᴘ

∥ᾚ∥1 :=
ᾄ∑
ᾠ=0

|ᾚᾠ|

᷊ḃḉℓ1緩和ᷟ呼ᷭὗὟ0ḉ1ᷢ変ᶿᷖᷗ᷈ὠᴙ᷊ḃᷦ線形計画
法ᷞᶹḂᷥᷞᴘ簡単ᷢ解᷈Ḃᴙ
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ℓ1緩和

最適化問題

(ᾇ1) ᾤᾠᾥ
ᾚ

∥ᾚ∥1 ᾪᾬᾙᾡᾜᾚᾫὗᾫᾦ ᾰ− Φᾚ = 0

補助変数 ᾫ = [ᾫ0, ᾫ1, . . . , ᾫᾄ]⊤ ḉ導入᷐Ḃ᷊᷿ᷟᷢḁᴘ

ᾤᾠᾥ
ᾄ∑
ᾠ=0

ᾫᾠ ᾪᾬᾙᾡᾜᾚᾫὗᾫᾦ − ᾫ ≤ ᾚ ≤ ᾫ, ᾰ− Φᾚ = 0

ᷟ書᷄換ᶿḀḃḂᴮ線形計画問題ᴯᴙ
線形計画問題ᷦḡṝṁṖḭḙḣ法᷻内点法᷿ᷢḁᴘ効率᷿᷆解᷆
᷊ᷟ᷃ᷞ᷄Ḃᴙ
問題ᷦᴘὟᾇ1ὠὗᷥ解᷃ὗὟᾇ0ὠὗᷥ解ᷟ一致᷐Ḃ᷂ᷥᴝᷟᶻᶽ᷊ᷟᴙ
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Ὗᾇ0ὠᷟὟᾇ1ὠᷥ解ᷢᷛᶻᷝ

Φ ∈ Rᾅ×ᾃὣ ᾃ = ᾄ+ 1ὣ ᾃ > ᾅ Ὗ横長ὠ᷐ᷟḂᴙ次ᷥ二ᷛᷥ最適化
解ᷦ一致᷐Ḃ᷂ᴝ

(ᾇ0) ᾤᾠᾥ
ᾚ

∥ᾚ∥0 ᾪᾬᾙᾡᾜᾚᾫὗᾫᾦ ᾰ− Φᾚ = 0

(ᾇ1) ᾤᾠᾥ
ᾚ

∥ᾚ∥1 ᾪᾬᾙᾡᾜᾚᾫὗᾫᾦ ᾰ− Φᾚ = 0

制限等長性ὗὟᾩᾜᾪᾫᾩᾠᾚᾫᾜᾛὗᾠᾪᾦᾤᾜᾫᾩᾰὗᾧᾩᾦᾧᾜᾩᾫᾰὣ ᾉᾀᾇὠά
1 ≤ ᾢ ≤ ᾅ ᷢ対᷎ᷝᴘ行列Φᷥ等長性定数δᾢ ḉᴘὗ不等式

(1 − δ)∥ᾚ∥22 ≤ ∥Φᾚ∥22 ≤ (1 + δ)∥ᾯ∥22
᷃任意ᷥᾢὤḣḻᴨḣᷡṃḙḲṕᾚ ∈ Rᾃ ᷢ対᷎ᷝ成ḁ立᷿ᷛᶽ
ᷡ最小ᷥδ

ᾢὤḣḻᴨḣᷡṃḙḲṕᾚ ᷟᷦᴘ∥ᾚ∥0 = ᾢ ᷃成ḁ立ᷛṃḙḲṕ᷊ᷥ
ᷟᷞᶹḂᴙ
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Ὗᾇ0ὠᷟὟᾇ1ὠᷥ解ᷢᷛᶻᷝ

(ᾇ0) ᾤᾠᾥ
ᾚ

∥ᾚ∥0 ᾪᾬᾙᾡᾜᾚᾫὗᾫᾦ ᾰ− Φᾚ = 0

(ᾇ1) ᾤᾠᾥ
ᾚ

∥ᾚ∥1 ᾪᾬᾙᾡᾜᾚᾫὗᾫᾦ ᾰ− Φᾚ = 0

行列 Φ ᷢ対᷎ᷝᴘδ2ᾢ <
√
2 − 1᷃成ḁ立᷿ᷛᶽᷡᾢ ≥ 1᷃存在᷐

Ḃᷟ仮定᷐Ḃᴙὗ᷊ᷥᷟ᷄ᴘὟᾇ0ὠᷥ解ᾚ0 ∈ Rᾃ᷃∥ᾚ∥0 ≤ ᾢ ḉ満᷐ᷖᷡ
ḀᴘὗὟᾇ0ὠᷥ解ᷟὟᾇ1ὠᷥ解ᷦ一致᷐Ḃᴙ

δ2ᾢ ᷥ値ḉ知Ḃ᷊ᷟᷦᴘὟᾇ0ὠὗᷟ解᷆ᷥᷟ同᷏程度ᷢ難᷎ᶻᴙ
不等式 δ2ᾢ <

√
2 − 1᷃成ḁ立᷿ᷛᶽᷢᶽ᷵᷆Φḉ選ᷭᴮ補間

点ḉ選ᷭᴯ方法ᷦᶻḄᶻḄ提案᷌ḃᷝᶻḂ
実際᷊ᷥᷟḄᷦᴘᴺ᷻ᷚᷝᷝ᷶ᶽ᷵᷆ᶻ᷈ᷧṓḭḗᴨᴻᷟᶻᶽ程度
ᴮ᷵ᷗ᷵ᷗ知Ḁḃᷝᶻᷡᶻ᷊ᷟ᷃多ᶻᴯ
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例題

ᾰ = −ᾯ80 + ᾯ
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ℓ1最適化᷿ᷢḂ補間

ᷲᷟḊᷠ一致ᴞ
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Ὠὧ次多項式᷿ᷢḂ補間

0.9 ∼ 1ᷥ範囲ᷞᶹ᷵ḁ一致᷒᷑
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練習問題

Ὠ 授業ᷥ感想ᴚ要望ᷡᷠḉ書᷈ᴙ
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