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数値計算

線形近似

( 1, 1), . . . , ( 5, 5)

最小 乗近似直線
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数値計算

線形近似

次 与

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
0

1

2

3

4

5

6



数値計算

線形近似

線形近似
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数値計算

線形近似

次曲線 = 2 + + 近似
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数値計算

多項式近似

組 {( , )} =1 与
次 乗誤差 最小 次多項式 ( ) 求

=
∑
=1

| − ( )|2.

次多項式 ( )

( ) = 0 + 1 + · · · + =
∑
=0

正規方程式 別 方法 導出
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正規方程式 導出

次 定義

=
[

0 1 . . .
]⊤ ∈ R +1,

:=
[

1 2 . . .
]⊤ ∈ R ,

:=
[

0 1 . . .
]⊤

:=
[
1 1 . . .

]⊤ ∈ R +1, = 1, 2, . . . ,

( ) = ⊤ 乗誤差 次 書

=
∑
=1

| − ( )|2 =
∑
=1

| − ⊤ |2
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正規方程式 導出

次 行列 定義 計画行列 呼

Φ =


⊤
1
⊤
2

⊤

 =


1 1

2
1 . . . 1

1 2
2
2 . . . 2

1 2 . . .


乗誤差 次 書

=
∑
=1

| − ⊤ |2 = ( − Φ )⊤ ( − Φ )
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正規方程式 導出

評価関数

( ) =
∑
=1

| − ⊤ |2 = ( − Φ )⊤ ( − Φ )

微分 勾配 求

∇ ( ) = −2Φ⊤( − Φ )

正規方程式 ∇ ( ) = 0 次式 与

Φ⊤Φ = Φ⊤
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補間多項式

正規方程式
Φ⊤Φ = Φ⊤

= − 1 場合
Φ 多項式補間 行列

1, . . . , 相異 Φ 正則
正規方程式 解

= (Φ⊤Φ)−1Φ⊤ = Φ−1 .

( ) = ( − Φ )⊤ ( − Φ ) = 0

最小化 補間多項式 一致
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擬似逆行列⋆ ⋆ ⋆

正規方程式
Φ⊤Φ = Φ⊤

< − 1 場合

行列Φ⊤Φ 正則 仮定 正規方程式 解

= (Φ⊤Φ)−1Φ⊤ = Φ† .

Φ† = (Φ⊤Φ)−1Φ⊤ Φ 擬似逆行列
ΦΦ†Φ = Φ
Φ†ΦΦ† = Φ†

(Φ†Φ)⊤ = Φ†Φ
(ΦΦ†)⊤ = ΦΦ†
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直交射影 = Φ†

行列Φ 第 列 ϕ

Φ = [ϕ1, ϕ2, . . . , ϕ +1]

{ϕ1, ϕ2, . . . , ϕ +1} 張 R 部分空間

= Φ

=
{
ϕ1, ϕ2, . . . , ϕ +1

}
=

{
Φα ∈ R : α ∈ R +1

}
⊂ R

.

Φ = ΦΦ† = Φ(Φ⊤Φ)−1Φ⊤ ∈ R 部分
空間 直交射影
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直交射影 = Φ†

= Φ

∈ R

Φ = ΦΦ†
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直交射影 = Φ†

行列Φ⊤Φ 正則 = ΦΦ† = Φ(Φ⊤Φ)−1Φ⊤ R
= Φ 直交射影 次 性質 成

立
任意 ∈ R 対 ∈
2 =
⊤ =
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証明

任意 ∈ R 対 ∈ 示
Φ ∈ R ×( +1) Φ† = (Φ⊤Φ)−1Φ⊤ ∈ R( +1)×

∈ R 対

α := Φ† = (Φ⊤Φ)−1Φ⊤ ∈ R +1

= Φ(Φ⊤Φ)−1Φ⊤ = Φα ∈ .
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証明

2 = 示

2 = Φ(Φ⊤Φ)−1 Φ⊤Φ(Φ⊤Φ)−1︸ ︷︷ ︸
=

Φ⊤

= Φ(Φ⊤Φ)−1Φ⊤

=
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証明

⊤ = 示

⊤ =
(
Φ(Φ⊤Φ)−1Φ⊤

)⊤

= Φ(Φ⊤Φ)−1Φ⊤

=

行列 性質 ( )⊤ = ⊤ ⊤ ( −1)⊤ = ( ⊤)−1

使
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練習問題

行列 Φ† = (Φ⊤Φ)−1Φ⊤ Φ 擬似逆行列
示 次 等式 成 立 示

ΦΦ†Φ = Φ

Φ†ΦΦ† = Φ†

(Φ†Φ)⊤ = Φ†Φ

(ΦΦ†)⊤ = ΦΦ†
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解答例

Φ†Φ 計算

Φ†Φ = (Φ⊤Φ)−1Φ⊤︸ ︷︷ ︸
Φ†

Φ = (Φ⊤Φ)−1 · Φ⊤Φ =

ΦΦ†Φ = Φ(Φ†Φ) = Φ

Φ†ΦΦ† = (Φ†Φ)Φ† = Φ†

(Φ†Φ)⊤ = ⊤ = = Φ†Φ

(ΦΦ†)⊤ =
[
Φ(Φ⊤Φ)−1Φ⊤]⊤

= Φ(Φ⊤Φ)−1Φ⊤ = ΦΦ†
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例題

点 与

= − 1,

= ( ) + ϵ, = 1, 2, . . . , 11

ϵ 平均0標準偏差0.2 正規分布 従 確率変数
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例題

曲線 = ( 1, 1), ( 2, 2), . . . , ( 11, 11)
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例題

= 2次 多項式 近似
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例題

= 4次 多項式 近似
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例題

= 6次 多項式 近似
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例題

= 8次 多項式 近似
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例題

= 10次 多項式 近似 多項式補間
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多項式 次数

上 例題 = 6 ∼ 8次 多項式近似 比較的良 結果
与

次数 大 点 間 誤差 大

多項式近似 問題点 次 点
起

多項式 次数 決
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係数 大

= 10 場合 = 6 場合 多項式 係数

10 =



−0.0248
0.9783

−4.7147
8.5862

−6.6640
2.7528

−0.6727
0.1007

−0.0091
0.0005

−0.0000



, 6 =



−0.0406
−0.6730
2.0942

−1.2085
0.2650

−0.0249
0.0008
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正則化法

起 多項式 係数 絶対値
大

次数 = 10 係数 制限 良
次 評価関数 最小化 多項
式 ( ) = 0 + 1 + · · · + 求

λ =
∑
=1

| − ( )|2+λ
∑
=0

2

λ 第 項目 正則化項 呼
最適化法 正則化法 呼
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正則化法

正則化法

λ =
∑
=1

| − ( )|2 + λ
∑
=0

2

λ 計画行列Φ 使 書

λ( ) = ( − Φ )⊤ ( − Φ ) + λ ⊤

最小化 ∇ λ( ) = 0 求

∇ λ( ) = −2Φ⊤ ( − Φ ) + 2λ

= 2(λ + Φ⊤Φ) − 2Φ⊤ = 0

∴ =
(
λ + Φ⊤Φ

)−1
Φ⊤
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最小 乗法 正則化法

最小 乗法 多項式 係数

=
(
Φ⊤Φ

)−1
Φ⊤

正則化法 多項式 係数

=
(
λ + Φ⊤Φ

)−1
Φ⊤

Φ⊤Φ 正則 λ > 0 λ + Φ⊤Φ 正則
正則化 名前 由来
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例題

= 10次 多項式 正則化
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 data

 regularization (M=10)

 least square (M=10)

 least square (M=6)

 original curve
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( 1, 1), . . . , ( , ) 与 点
近 通 多項式曲線

= ( ) = 0 + 1 + 2
2 + · · · +

求 係数 = [ 0, 1, . . . , ]⊤ 求

多項式補間 = − 1 = Φ−1

最小 乗法 < − 1 = (Φ⊤Φ)−1Φ⊤

正則化法 = − 1 = (λ + Φ⊤Φ)−1Φ⊤


