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休講ᷟ補講ᷥ᷁知Ḁ᷒

本日ᴘὭ限目ᴘ補講᷐ᷞᴙ
来週ᴘὮ月ὨὩ日ᴮ木ᴯᷦ休講᷐ᷞᴙ
Ὦ月ὩὭ日ᴮ木ᴯᷦὭ限目ᷢ補講᷃ᶹḁ᷐᷵ᴙ

教室ᷦὗόὨὧὩᴮὬ限目ᴘὭ限目ᴯ
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行列ᷥ固有値問題

固有値ᷟᷦὶ
行列 ὸ ∈ Rᾅ×ᾅ ᷥ固有値 λ ᷟ対応᷐Ḃ固有ṃḙḲṕ ᾯ

ὸᾯ = λᾯ

固有値問題
全ᷝᷥ固有値ᷥ存在᷐Ḃ領域ḉ求᷸Ḃᴙ
全ᷝᷥ固有値ḉ求᷸Ḃᴙ

ὪὦὩὭ
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固有値ᷥ存在᷐Ḃ領域

ὸ ḉ正方行列᷐ᷟḂᷟ

ρ(ὸ) ≤ ∥ὸ∥

᷃成ḁ立ᷛᴙ᷎ᷖᷗᴘ

ρ(ὸ) = ᾤᾘᾯ
ᾠ

|λᾠ(ὸ)| ᴮḣṄḙḲṕ半径ᴯ

∥ὸ∥ = ᾤᾘᾯ
ᾠ

∑
ᾡ

|ᾘᾠᾡ| ᷵ᷖᷦ ᾤᾘᾯ
ᾡ

∑
ᾠ

|ᾘᾠᾡ| ᴮ行列ᷥḸṕṊᴯ

᷐ᷡḆᷘ行列 ὸ ᷥ固有値ᷦ全ᷝᴘ原点ḉ中心᷎ᷟᷖ半径 ∥ὸ∥
ᷥ円ᷥ内部ᴮ᷵ᷖᷦ境界ᴯᷢ存在᷐Ḃᴙ

ὫὦὩὭ
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固有値ᷥ存在᷐Ḃ領域

ρ(ὸ) ≤ ∥ὸ∥

∥ὸ∥
ᾉᾜ

ᾀᾤ

ὸᷥ固有値

ὬὦὩὭ
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固有値ᷥ存在᷐Ḃ領域

半径 ∥ὸ∥ᷥ円ᷦ広᷐᷅Ḃᴙ
᷹ᷚᷟ精密ᷢᴮ᷎ᷔᷝᴘ᷹ᷚᷟ簡単ᷢᴯ領域ḉ求᷸ᷖᶻᴙ
὾ᾜᾩᾪᾟᾞᾦᾩᾠᾥὗᷥ定理

ὭὦὩὭ
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὾ᾜᾩᾪᾟᾞᾦᾩᾠᾥὗᷥ定理ὗὟὨὠ⋆ ⋆ ⋆

行列 ὸ = [ᾘᾠᾡ] ∈ Cᾅ×ᾅ ᷢ対᷎ᷝ

σ(ὸ) ⊆ ᾊᾉ =
ᾅ∪
ᾠ=1

ᾉᾠ, ᾉᾠ :=
{
ᾱ ∈ C : |ᾱ−ᾘᾠᾠ| ≤

ᾅ∑
ᾡ=1
ᾡ ̸=ᾠ

|ᾘᾠᾡ|
}

ᾉᾠά 中心 ᾘᾠᾠᴘ
半径 |ᾘᾠ1| + · · · + |ᾘᾠ(ᾠ−1)| + |ᾘᾠ(ᾠ+1)| + · · · + |ᾘᾠᾅ|
ᷥ円ᷥ内部᷿᷁ᷪ境界

ὮὦὩὭ
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὾ᾜᾩᾪᾟᾞᾦᾩᾠᾥὗᷥ定理ὗὟὩὠ⋆ ⋆ ⋆

行列 ὸ = [ᾘᾠᾡ] ∈ Cᾅ×ᾅ ᷢ対᷎ᷝ

σ(ὸ) ⊆ ᾊὺ =

ᾅ∪
ᾡ=1

ὺᾡ, ὺᾡ :=
{
ᾱ ∈ C : |ᾱ−ᾘᾡᾡ| ≤

ᾅ∑
ᾠ=1
ᾠ ̸=ᾡ

|ᾘᾠᾡ|
}

ὺᾡά 中心 ᾘᾡᾡᴘ
半径 |ᾘ1ᾡ| + · · · + |ᾘ(ᾡ−1)ᾡ| + |ᾘ(ᾡ+1)ᾡ| + · · · + |ᾘᾅᾡ|
ᷥ円ᷥ内部᷿᷁ᷪ境界

ὯὦὩὭ
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὾ᾜᾩᾪᾟᾞᾦᾩᾠᾥὗᷥ定理ὗὟὪὠ⋆ ⋆ ⋆

὾ᾜᾩᾪᾟᾞᾦᾩᾠᾥὗᷥ定理ὗὟὨὠὗᷟὗὟὩὠὗḉ᷸᷵ᷟḂᷟᴙᴙᴙ
行列 ὸ ∈ Cᾅ×ᾅ ᷢ対᷎ᷝᴘ

σ(ὸ) ⊆ ᾊᾉ ∩ ᾊὺ

᷃成ḁ立ᷛᴙ᷐ᷡḆᷘᴘ行列ὸᷥ固有値᷐ᷦᷰᷝ領域ᾊᾉ ∩ ᾊὺᷢ
含᷵ḃḂᴙ

ὰὦὩὭ
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例題⋆ ⋆ ⋆

行列ὸḉ

ὸ =

[
0 1
−2 3

]
᷐ᷟḂᴙ
᷊ᷥ行列ᷢ対᷐Ḃ὾ᾜᾩᾪᾟᾞᾦᾩᾠᾥᷥ円ḉ求᷸ᴘ固有値ᷥ存在領域
ḉ図示᷐Ḃᴙ
二ᷛᷥ円 ᾉ1 ᷟ ᾉ2 ḉ求᷸Ḃ

ᾉ1 = {ᾱ ∈ C : |ᾱ| ≤ 1} , ᾉ2 = {ᾱ ∈ C : |ᾱ− 3| ≤ 2}

二ᷛᷥ円 ὺ1 ᷟ ὺ2 ḉ求᷸Ḃ

ὺ1 = {ᾱ ∈ C : |ᾱ| ≤ 2} , ὺ2 = {ᾱ ∈ C : |ᾱ− 3| ≤ 1} ,

ὨὧὦὩὭ
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例題⋆ ⋆ ⋆

ᾊᾉ ∩ ᾊὺ = (ᾉ1 ∪ ᾉ2) ∩ (ὺ1 ∪ ὺ2)
λ = 1, 2

ᾀᾤ

ᾉᾜ
0 1 2 3 4 5−2 −1

ὺ1 ᾉ2

ὺ2ᾉ1

0−2 −1 1

ὨὨὦὩὭ
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὾ᾜᾩᾪᾟᾞᾦᾩᾠᾥὗᷥ定理ὗὟὨὠὗᷥ証明

複素数 λ ḉ ὸ ᷥ固有値᷐ᷟḂᴙ᷐ᷡḆᷘᴘλ ∈ σ(ὸ)ὥ

λ ∈ ᾊᾉ =
∪ᾅ
ᾠ=1

{
ᾱ ∈ C : |ᾱ− ᾘᾠᾠ| ≤

∑ᾅ
ᾡ=1
ᾡ ̸=ᾠ

|ᾘᾠᾡ|
}
ḉ示᷐ᴙ

行列 ὸ ᷥ固有値 λ᷃対角成分 ᾘ11, ᾘ22, . . . , ᾘᾅᾅ ᷥᷠḃ᷂
ᷟ等᷎ᶻ場合ᴘὗ明Ḁ᷂ᷢ λ ∈ ᾊᾉ ᷞᶹḂᴙ
λᷦ ὸ ᷥ対角成分ᷥᷠḃ᷹ᷟ等᷎᷆ᷡᶻ᷐ᷟḂᴙ᷐ᷡḆᷘᴘ
λ ̸= ᾘᾠᾠ Ὗᾠ = 1, . . . ,ᾅὠὥ

ὨὩὦὩὭ
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὾ᾜᾩᾪᾟᾞᾦᾩᾠᾥὗᷥ定理ὗὟὨὠὗᷥ証明

行列 ὸ ḉ対角成分ᷟ非対角成分ᷢ次᷿ᷥᶽᷢ分解᷐Ḃᴙ

ὸ = ύ+ ὼ

ύ =


ᾘ11 0 . . . 0

0 ᾘ22
ὥ ὥ ὥ

ὥὥὥ
ὥὥὥ

ὥ ὥ ὥ ὥ ὥ ὥ 0
0 . . . 0 ᾘᾅᾅ

 , ὼ =


0 ᾘ12 . . . ᾘ1ᾅ

ᾘ21 0
ὥ ὥ ὥ

ὥὥὥ
ὥὥὥ

ὥ ὥ ὥ ὥ ὥ ὥ ᾘᾅ−1,ᾅ
ᾘᾅ1 . . . ᾘᾅ,ᾅ−1 0

 .

行列 όλ = ὸ− λᾀ = (ύ− λᾀ) + ὼ ḉ考ᶿḂᴙ
複素数 λᷦ ὸᷥ固有値᷂ᷗḀᴘόλ = ὸ−λᾀ ᷦ正則ᷞᷦᷡᶻᴙ

ὨὪὦὩὭ
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὾ᾜᾩᾪᾟᾞᾦᾩᾠᾥὗᷥ定理ὗὟὨὠὗᷥ証明

όλ = ὸ− λᾀ = (ύ− λᾀ) + ὼ ᷦ正則ᷞᷦᷡᶻᴙ
᷎ᷖ᷃ᷚᷝᴘᶹḂ 0ᷞᷡᶻṃḙḲṕ ᾯ ∈ Cᾅ ᷃存在᷎ᷝᴘ

όλᾯ = 0

᷊ḃ᷿ḁᴘ
{(ύ− λᾀ) + ὼ}ᾯ = 0

᷵ᷖᴘ λ ̸= ᾘᾠᾠ Ὗᾠ = 1, . . . ,ᾅὠὗ᷿ḁᴘύ− λᾀ ᷦ正則ᴙ
᷎ᷖ᷃ᷚᷝᴘ

ᾯ = −(ύ− λᾀ)−1ὼᾯ

ὨὫὦὩὭ
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὾ᾜᾩᾪᾟᾞᾦᾩᾠᾥὗᷥ定理ὗὟὨὠὗᷥ証明

ᾯ = −(ύ− λᾀ)−1ὼᾯ ᷿ḁ

∥ᾯ∥∞ = ∥(ύ− λᾀ)−1ὼᾯ∥∞
≤ ∥(ύ− λᾀ)−1ὼ∥∞∥ᾯ∥∞.

᷊᷊ᷞṃḙḲṕ ᾯ = [ᾯ1, . . . , ᾯᾅ]⊤ ∈ Rᾅ ᷢ対᷎ᷝ

∥ᾯ∥∞ = ᾤᾘᾯ
ᾠ=1,...,ᾅ

|ᾯᾠ|

ᷞᶹḁᴘ᷵ᷖ行列 ᾄ = [ᾤᾠᾡ] ∈ Rᾅ×ᾅ ᷢ対᷎ᷝ

∥ᾄ∥∞ = ᾪᾬᾧ
ᾯ∈Rᾅ,ᾯ ̸=0

∥ᾄᾯ∥∞
∥ᾯ∥∞

= ᾤᾘᾯ
ᾠ=1,...,ᾅ

ᾅ∑
ᾡ=1

|ᾤᾠᾡ|

ὨὬὦὩὭ
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὾ᾜᾩᾪᾟᾞᾦᾩᾠᾥὗᷥ定理ὗὟὨὠὗᷥ証明

不等式 ∥ᾯ∥∞ ≤ ∥(ύ− λᾀ)−1ὼ∥∞∥ᾯ∥∞ ᷿ḁ

1 ≤ ∥(ύ− λᾀ)−1ὼ∥∞ = ᾤᾘᾯ
ᾠ=1,...,ᾅ

ᾅ∑
ᾡ=1
ᾡ ̸=ᾠ

1

|ᾘᾠᾠ − λ|
|ᾘᾠᾡ|

᷊ḃ᷿ḁᶹḂ番号 ᾠ ∈ {1, 2, . . . ,ᾅ}᷃存在᷎ᷝᴘ

1 ≤
1

|ᾘᾠᾠ − λ|

ᾅ∑
ᾡ=1
ᾡ ̸=ᾠ

|ᾘᾠᾡ|, ∴ |ᾘᾠᾠ − λ| ≤
ᾅ∑
ᾡ=1
ᾡ ̸=ᾠ

|ᾘᾠᾡ|

᷊ḃᷦ λ ∈ ᾉᾠ ᷞᶹḂ᷊ᷟḉ示᷎ᷝᶻḂᴙ᷽ᶿᷢ λ ∈ ᾊᾉὥ

ὨὭὦὩὭ
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὾ᾜᾩᾪᾟᾞᾦᾩᾠᾥὗᷥ定理ὗὟὩὠὗᷥ証明

ὸ ᷥ固有値ᷟὸ⊤ᷥ固有値ᷦ等᷎ᶻᷥᷞᴘὸ⊤ ᷢ対᷎ᷝᴘ
὾ᾜᾩᾪᾟᾞᾦᾩᾠᾥὗᷥ定理ὗὟὨὠὗḉ使ᶽᷟᴘὗ὾ᾜᾩᾪᾟᾞᾦᾩᾠᾥὗᷥ定理ὗὟὩὠὗ᷃
成ḁ立᷊ᷛᷟ᷃Ḇ᷂Ḃᴙ

ὨὮὦὩὭ
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練習問題

὾ᾜᾩᾪᾟᾞᾦᾩᾠᾥὗᷥ定理ḉ用ᶻᷝᴘ次ᷥ行列ὸᷥ固有値ᷥ存在᷐Ḃ
領域ḉ図示᷿᷒ᴙ

ὸ =

[
1 2
3 4

]

ὨὯὦὩὭ
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解答例

ὸ =

[
1 2
3 4

]

᷊ᷥ行列ᷢ対᷐Ḃ὾ᾜᾩᾪᾟᾞᾦᾩᾠᾥᷥ円ḉ求᷸ᴘ固有値ᷥ存在領域
ḉ図示᷐Ḃᴙ
二ᷛᷥ円 ᾉ1 ᷟ ᾉ2 ḉ求᷸Ḃ

ᾉ1 = {ᾱ ∈ C : |ᾱ− 1| ≤ 2} , ᾉ2 = {ᾱ ∈ C : |ᾱ− 4| ≤ 3}

二ᷛᷥ円 ὺ1 ᷟ ὺ2 ḉ求᷸Ḃ

ὺ1 = {ᾱ ∈ C : |ᾱ− 1| ≤ 3} , ὺ2 = {ᾱ ∈ C : |ᾱ− 4| ≤ 2} ,

ὨὰὦὩὭ
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解答例

ᾊᾉ ∩ ᾊὺ = (ᾉ1 ∪ ᾉ2) ∩ (ὺ1 ∪ ὺ2)

λ± =
5 ±

√
33

2
≈ 5.372, − 0.372

ὩὧὦὩὭ



数値計算

固有値ᷥ数値計算

行列 ὸ ∈ Cᾅ×ᾅ ᷥ固有値ḉ全ᷝ求᷸Ḃᴙ
ᾅ ᷃ὗὬ以上ᷥ場合ᴘ一般ᷢ厳密解ḉ求᷸Ḃ᷊ᷟᷦ不可能ᴙ
現実的ᷡ問題ḉ解᷆場合ᴘ固有値ḉ求᷸Ḃ᷸ᷖᷢᷦ数値計算ḉ
必要᷐ᷟḂᴙ
固有値ḉ求᷸ḂḌṕḞṔḤṊά ᾈᾉ分解法

ὩὨὦὩὭ
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ᾈᾉ分解

行列 ὸ ∈ Cᾅ×ᾅ ḉ正則᷐ᷟḂᴙ᷊ᷥᷟ᷄ᴘ次᷿ᷥᶽᷡ分解᷃一意
的ᷢ可能ᷞᶹḂᴙ

ὸ = ᾈᾉ

᷊᷊ᷞ ᾈ ᷦṐḵḩṔ行列ᴮ᷐ᷡḆᷘᴘᾈ∗ᾈ = ᾈᾈ∗ = ᾀ ᷃成ḁ立
ᷛ行列ᴯᴘ ᾉ ᷦ対角成分᷃正ᷞᶹḂ右上三角行列ᷞᶹḂᴙ

ὩὩὦὩὭ
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ᾈᾉ 分解法ᷥḌṕḞṔḤṊ

正則行列ὸᷥ固有値ḉ求᷸Ḃᾈᾉ分解法ᷥḌṕḞṔḤṊά
Ὠ ὸ1 := ὸ
Ὡ ᾥ = 1, 2, . . . ᷢ対᷎ᷝᴘ

ὸᾥ := ᾈᾥᾉᾥ ᴮᾈᾉ 分解ᴯ
ὸᾥ+1 := ᾉᾥᾈᾥ ᴮ掛᷈算ᷥ入ḃ替ᶿᴯ

᷊ᷥὗᾈᾉ 分解法᷿ᷢḁ行列 ὸ ᷥ固有値ᷥ近似値᷃得ḀḃḂᴙ

ὩὪὦὩὭ
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固有値ᷥὗᾈᾉ 分解法

行列 ὸ ∈ Cᾅ×ᾅ ḉ正則行列᷎ᷟᴘᷔᷥ固有値 λ1, λ2, . . . , λᾅ ᷦ全
ᷝ相異ᷡḁᴘ

|λ1| > |λ2| > · · · > |λᾅ| > 0

ḉ満足᷎ᷝᶻḂ᷐ᷟḂᴙὗ᷊ᷥᷟ᷄ ὸ1 = ὸ ᷂Ḁ᷏᷸ᷦḂὗᾈᾉ 分解法ᷥ
ḌṕḞṔḤṊ᷿ᷢᷚᷝ作ḀḃḂ行列 ὸᾥ ᷦᴘ ᾥ → ∞ᷞ次ᷥ行列ᷢ収
束᷐Ḃᴙ

ὸ∞ =


λ1 ∗ . . . ∗

0 λ2
ὥ ὥ ὥ

ὥὥὥ
ὥὥὥ

ὥ ὥ ὥ ὥ ὥ ὥ ∗
0 . . . 0 λᾅ

 .

ὩὫὦὩὭ
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ᾊᾚᾠᾣᾘᾙ᷿ᷢḂ実験

A=rand(5,5); A=A'*A; eig=gsort(spec(A));
An=A;
N=20;
err=[];
for n=1:N
[Q,R]=qr(An); //QR��
An=R*Q; //��������
err=[err,norm(eig-gsort(diag(An)))];//����
end

figure;plot(log10(err))//�������

ὩὬὦὩὭ
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ᾊᾚᾠᾣᾘᾙ᷿ᷢḂ実験

ὩὭὦὩὭ


