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行列 固有値問題

固有値
行列 ∈ R × 固有値 λ 対応 固有

= λ

固有値問題
全 固有値 存在 領域 求
全 固有値 求
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固有値 存在 領域

正方行列

ρ( ) ≤ ∥ ∥

成 立

ρ( ) = |λ ( )| 半径

∥ ∥ =
∑

| |
∑

| | 行列

行列 固有値 全 原点 中心 半径 ∥ ∥
円 内部 境界 存在
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固有値 存在 領域

ρ( ) ≤ ∥ ∥

∥ ∥

固有値
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固有値 存在 領域

半径 ∥ ∥ 円 広
精密 簡単 領域 求

定理
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定理 ⋆ ⋆ ⋆

行列 = [ ] ∈ C × 対

σ( ) ⊆ =
∪
=1

, :=

{
∈ C : | − | ≤

∑
=1
̸=

| |
}

中心
半径 | 1| + · · · + | (−1)| + | ( +1)| + · · · + | |
円 内部 境界
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定理 ⋆ ⋆ ⋆

行列 = [ ] ∈ C × 対

σ( ) ⊆ =
∪
=1

, :=

{
∈ C : | − | ≤

∑
=1
̸=

| |
}

中心
半径 | 1 | + · · · + | ( −1) | + | ( +1) | + · · · + | |
円 内部 境界
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定理 ⋆ ⋆ ⋆

定理
行列 ∈ C × 対

σ( ) ⊆ ∩

成 立 行列 固有値 領域 ∩
含
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例題⋆ ⋆ ⋆

行列

=

[
0 1
−2 3

]

行列 対 円 求 固有値 存在領域
図示

二 円 1 2 求

1 = { ∈ C : | | ≤ 1} , 2 = { ∈ C : | − 3| ≤ 2}

二 円 1 2 求

1 = { ∈ C : | | ≤ 2} , 2 = { ∈ C : | − 3| ≤ 1} ,
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例題⋆ ⋆ ⋆

∩ = ( 1 ∪ 2) ∩ ( 1 ∪ 2)
λ = 1, 2

0 1 2 3 4 5−2 −1

1 2

21

0−2 −1 1
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定理 証明

複素数 λ 固有値 λ ∈ σ( )

λ ∈ =
∪

=1

{
∈ C : | − | ≤

∑
=1
̸=

| |
}

示

行列 固有値 λ 対角成分 11, 22, . . . ,
等 場合 明 λ ∈

λ 対角成分 等
λ ̸= = 1, . . . ,
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定理 証明

行列 対角成分 非対角成分 次 分解

= +

=


11 0 . . . 0

0 22

0
0 . . . 0

 , =


0 12 . . . 1

21 0

−1,

1 . . . , −1 0

 .

行列 λ = − λ = ( − λ ) + 考
複素数 λ 固有値 λ = −λ 正則
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定理 証明

λ = − λ = ( − λ ) + 正則
0 ∈ C 存在

λ = 0

{( − λ ) + } = 0

λ ̸= = 1, . . . , − λ 正則

= −( − λ )−1
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定理 証明

= −( − λ )−1

∥ ∥∞ = ∥( − λ )−1 ∥∞
≤ ∥( − λ )−1 ∥∞∥ ∥∞.

= [ 1, . . . , ]⊤ ∈ R 対

∥ ∥∞ =
=1,...,

| |

行列 = [ ] ∈ R × 対

∥ ∥∞ =
∈R , ̸=0

∥ ∥∞
∥ ∥∞

=
=1,...,

∑
=1

| |
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定理 証明

不等式 ∥ ∥∞ ≤ ∥( − λ )−1 ∥∞∥ ∥∞

1 ≤ ∥( − λ )−1 ∥∞ =
=1,...,

∑
=1
̸=

1

| − λ|
| |

番号 ∈ {1, 2, . . . , } 存在

1 ≤
1

| − λ|
∑
=1
̸=

| |, ∴ | − λ| ≤
∑
=1
̸=

| |

λ ∈ 示 λ ∈
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定理 証明

固有値 ⊤ 固有値 等 ⊤ 対
定理 使 定理

成 立
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練習問題

定理 用 次 行列 固有値 存在
領域 図示

=

[
1 2
3 4

]



数値計算

解答例

=

[
1 2
3 4

]

行列 対 円 求 固有値 存在領域
図示

二 円 1 2 求

1 = { ∈ C : | − 1| ≤ 2} , 2 = { ∈ C : | − 4| ≤ 3}

二 円 1 2 求

1 = { ∈ C : | − 1| ≤ 3} , 2 = { ∈ C : | − 4| ≤ 2} ,
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解答例

∩ = ( 1 ∪ 2) ∩ ( 1 ∪ 2)

λ± =
5 ±

√
33

2
≈ 5.372, − 0.372
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固有値 数値計算

行列 ∈ C × 固有値 全 求
以上 場合 一般 厳密解 求 不可能

現実的 問題 解 場合 固有値 求 数値計算
必要
固有値 求 分解法
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分解

行列 ∈ C × 正則 次 分解 一意
的 可能

=

行列 ∗ = ∗ = 成 立
行列 対角成分 正 右上三角行列
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分解法

正則行列 固有値 求 分解法

1 :=

= 1, 2, . . . 対

:= 分解

+1 := 掛 算 入 替

分解法 行列 固有値 近似値 得
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固有値 分解法

行列 ∈ C × 正則行列 固有値 λ1, λ2, . . . , λ 全
相異

|λ1| > |λ2| > · · · > |λ | > 0

満足 1 = 分解法
作 行列 → ∞ 次 行列 収

束

∞ =


λ1 ∗ . . . ∗

0 λ2

∗
0 . . . 0 λ

 .



数値計算

実験

A=rand(5,5); A=A'*A; eig=gsort(spec(A));
An=A;
N=20;
err=[];
for n=1:N
[Q,R]=qr(An); //QR��
An=R*Q; //��������
err=[err,norm(eig-gsort(diag(An)))];//����
end

figure;plot(log10(err))//�������
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実験


