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Abstract– Wavelet expansion of an L2 signal requires the L2 inner product of the original signal and a
scaling function. This process is non-causal because the integral is to be executed over the whole time interval
(−∞,∞). In digital signal processing, it is common to use sampled values of continuous-time signals instead
of the inner product. This however follows a large reconstruction error, called ”wavelet crime.” We therefore
design a causal system which produces an approximation of the inner product via sampled-data H∞ control
theory. We treat not only the Haar wavelet but also general wavelets including the Daubechies wavelet when
the scaling function has a finite support. We also consider a time-varying model of input signals.
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1 はじめに

連続時間信号を時間と周波数の両面から解析する手

法として，ウェーブレット展開がある．これは，時間

と周波数に局在した基底で信号を展開するという手法

であり，その展開係数から信号の局所的な振る舞いを

読み取ることができる．

連続時間信号に対してウェーブレット展開を行うに

は，信号とスケーリング関数の内積を計算する必要が

あり，信号の任意の時刻における値が必要である．し

かし，連続時間信号の全ての値がわかることは現実に

はなく，一般にはそのサンプル値しかわからないこと

がほとんどである．この場合，ウェーブレット展開を

直接行うことはできない．

これと全く同じ問題が，ウェーブレット変換につい

ても存在する．そのため，サンプル値からウェーブレッ

ト係数を計算するための手法がいくつか提案されてき

た．最も簡単なものとして，信号のサンプル値をその

ままウェーブレット係数として用いるという便宜的な

手法がある．これは単純さと引き替えに大きな誤差を

生じさせるため，“wavelet crime”と呼ばれている 8)．

サンプル点間を標本化関数 sinc := sin(π •)/(π •)で補
間することにより内積を計算するという手法 1)や最適

化による手法 3, 5, 7)なども提案されているが，いずれ

の手法も未来における信号のサンプル値を全て必要と

するため，非現実的である．有限長のフィルタによる

サンプル値からのウェーブレット係数の計算手法とし

ては 4)があり，サンプル値制御理論を用いて，信号か

らウェーブレット係数の計算誤差への作用素の誘導ノ

ルムを最小化するフィルタを設計している．

ウェーブレット展開に戻ると，この展開はある解像

度で実際には打ち切られる．展開する信号の解像度が，

この打ち切られた解像度に制限されている場合には，

ウェーブレット係数の計算誤差はウェーブレット展開

の誤差にそのまま反映されるため，先に挙げた既存の

手法のようにウェーブレット係数を精度良く計算する

ことを考えればよい．しかし，信号の解像度が制限さ

れていることは，現実にはあり得ない．この場合，展

開誤差を小さくするためには，信号の高解像度成分に

ついても考慮して展開係数を定める必要がある．

そこで本研究では，サンプル点間を含めて展開誤差

を最小にするような最適ウェーブレット展開係数を信号

のサンプル値から計算する手法を提案する．サンプル

値H∞制御理論の枠組みで問題の定式化を行い，H∞

最適な離散時間コントローラの設計に帰着することを

示す．そして，数値計算例を用いて既存手法に対する

提案法の優位性を示す．また，信号の時変モデルに対

する適用についても考察する．

2 ウェーブレット理論

2.1 多重解像度解析とスケーリング関数

まず，ウェーブレット理論において重要な役割を果

たす多重解像度解析とスケーリング関数を定義する 6)．

定義 1 (多重解像度解析). 空間 L2(R)における閉部分
空間列 {Vj}j∈Zで，次の条件 1～5を満たすものを，多
重解像度解析という．さらに，条件 5に現れる φをス
ケーリング関数という．

1. ∀j ∈ Z, Vj ⊂ Vj+1.

2.
⋂

j∈Z Vj = {0}, ⋃
j∈Z Vj = L2(R).

3. ∀j ∈ Z, f ∈ Vj ⇔ f(2 •) ∈ Vj+1.

4. ∀k ∈ Z, f ∈ V0 ⇔ f(• − k) ∈ V0.

5. ある φ ∈ L2(R)が存在し，{φ(• − k)}k∈Zが V0の

Riesz基底である．

今，f ∈ VjのFourier変換の台Ω := supp f̂が有限で
あるとすると，f(2 •) ∈ Vj+1 の Fourier変換の台は Ω
を 2倍に拡げた 2Ωとなる．よって，条件 3より，Vj+1

は Vj より一段階高い周波数成分を含むと解釈できる．

この高周波成分を生成する差分である，Vj の Vj+1 に

おける直交補空間をWj := Vj+1 ª Vj と定義する．

すると条件 2は，jの増加と共に Vj に属する信号が

細かく，即ち解像度が高くなっていき，j →∞での極
限で Vj は全空間 L2(R)となること，また，逆に j が
減少していくと Vj に属する信号の解像度が低くなって

いき，j → −∞の極限においては恒等的に 0の関数し
か表現できなくなることを意味していると解釈できる．

スケーリング関数は各部分空間 Vj ,Wj の基底を生成

する．まず，平行移動 {ψ(• − k)}k∈ZがW0のRiesz基



底となるような ψ ∈ L2(R)を φから構成することがで
き，この ψをウェーブレットという．さらにスケーリ
ング関数とウェーブレットの伸縮・平行移動を

φj,k := 2j/2φ(2j • − k), ψj,k := 2j/2ψ(2j • − k)

で定義する．条件 3と 4より，{φj,k}k∈Zと {ψj,k}k∈Z
がそれぞれ Vj とWj の Riesz基底であるとわかる．
以上より，空間 L2(R)の直和分解が可能である:

L2(R) = Vj0 ⊕



∞⊕

j=j0

Wj


 .

さらに，この直和分解に対応して任意の f ∈ L2(R)を

f =
∑

k∈Z
cj0(k)φj0,k +

∞∑

j=j0

∑

k∈Z
dj(k)ψj,k

と各部分空間の基底で展開できる．これをウェーブレッ

ト展開といい，信号 f から係数 {cj0 , dj0 , dj0+1, . . . }へ
の写像を離散ウェーブレット変換という．

2.2 ピラミッドアルゴリズム

ある解像度のウェーブレット係数からそれより低い

解像度のウェーブレット係数を高速に求める方法にピ

ラミッドアルゴリズムがあり，これにより信号の高速

な解析が可能である．簡単のため，スケーリング関数

の平行移動が V0 の正規直交底を構成する場合を考え

る．このとき，{φj,k}k∈Z と {ψj,k}k∈Z はそれぞれ Vj

とWj の正規直交底となるので，f ∈ L2(R)のウェー
ブレット係数は次のように内積で与えられる．

cj(k) = (f, φj,k) , dj(k) = (f, ψj,k) . (1)

また，φ ∈ V0 と ψ ∈ W0 を V1 の基底関数でそれぞれ

次のように展開することができる．

φ =
∑

n∈Z
hnφ1,n, ψ =

∑

n∈Z
gnφ1,n. (2)

式 (1)，(2)より，解像度 j の係数から解像度 j − 1の
係数を次のように計算することができることがわかる．

cj−1(k) =
∑

n∈Z
hn−2kcj(n),

dj−1(k) =
∑

n∈Z
gn−2kcj(n). (3)

さらに，この計算は Fig. 1のマルチレートフィルタバ
ンクにより高速に行われる．ただし，H とGはインパ
ルス応答がそれぞれ {h−n}, {g−n}であるフィルタ，↓2
はダウンサンプラ (↓2y)(k) := y(2k)である．Fig. 1の
フィルタバンクの直列結合を用いれば，ある解像度の

ウェーブレット係数からそれより低い解像度のウェー

ブレット係数を高速に計算することができる．この計

算法をピラミッドアルゴリズムという．

ピラミッドアルゴリズムを用いると，解像度制限さ

れている関数のウェーブレット展開は，その関数の持

つ最高解像度のウェーブレット係数を求めることに帰

cj q -
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H

-

-
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↓2

dj−1

cj−1

-

-

Fig. 1: 式 (3)に対応するマルチレートフィルタバンク

着される．今，f ∈ VJ とすると，直和分解 VJ = Vj0 ⊕
(
⊕J−1

j=j0
Wj)に対応して f のウェーブレット展開は

f =
∑

k∈Z
cj0(k)φj0,k +

J−1∑

j=j0

∑

k∈Z
dj(k)ψj,k

となり，この展開に現れる各係数は，係数 cJ のみから

ピラミッドアルゴリズムにより計算される．

3 最適化問題への帰着

この章では，最適なウェーブレット展開係数を信号

のサンプル値から計算する離散時間コントローラの設

計問題を定式化し，これが離散時間のH∞最適化問題
に帰着されることを示す．

3.1 設計問題の定式化

第 2節で述べたように，信号の解像度制限仮定のも
とで，ウェーブレット展開はその信号の持つ最高解像度

のウェーブレット係数を求めることに帰着される．しか

し，周波数帯域制限された信号が現実には存在しない

のと同様に，解像度が制限された信号も現実には存在

しない．また，本稿のはじめに述べたように，連続時間

信号の全ての値が利用できることも現実にはなく，そ

のサンプル値しか利用できないことがほとんどである．

そこで，信号のサンプル値しか利用できないという

条件のもとで，サンプル点間を含めて誤差が小さい最

適ウェーブレット展開係数を信号のサンプル値から計

算することを考える．

問題の定式化の前に，いくつかの仮定を行う．まず，

対象とするウェーブレットのスケーリング関数が有限

の台を持つと仮定する．

仮定 1. あるm > 0が存在し，

supp φ ⊂ [0,m]. (4)

また，展開の対象とする信号のクラスを L2[0,∞)と
し，信号のサンプリング周期は 1に正規化する．さら
に，展開を行う解像度は 0とする．これらの仮定によっ
て一般性は失われない．

そして，Fig. 2の誤差系を考える．ただし，W はそ

- W - S - Kd
- H̃φ

- d -q

- Dl

?w ec +
−

Fig. 2: 誤差系

の伝達関数が厳密にプロパーかつ安定である連続時間

線形時不変システムであり，対象とする信号の周波数

特性を表す．Dl は整数 lだけの連続時間における遅れ
Dlf := f(•− l)であり，(4)を満たす最小のmより大き



くとることにより展開の因果性を確保する必要がある．

Kd は設計する離散時間コントローラである．最後に，

H̃φは逆離散ウェーブレット変換であり，解像度 0にお
ける，入力の離散時間信号を展開係数としたウェーブ

レット展開を出力する．

H̃φ : `2R → L2[0,∞) : {c(k)}∞k=0 7→
∞∑

k=0

c(k)φ0,k.

φ がリース基底であるため，H̃φ は確かに `2R から
L2[0,∞)の中への写像となっている．そして，次のよ
うに問題を定式化する．

問題 1. Fig. 2の誤差系におけるwから eへの作用素の
L2[0,∞)誘導ノルムを最小にする離散時間コントロー
ラKd を求めよ．

Fig. 2 の誤差系を下側線形分数変換を用いて
Fl(G,Kd)と表すことができる．ただし，

G :=
[DlW −H̃φ

SW 0

]
.

すると，問題 1は誤差系の高速サンプル／ホールド近似

Fl(Gd,Kd) := LNS1/NFl(G,Kd)H1/NL−1
N (5)

の `2RN 誘導ノルム最小化問題で近似できる
10)．ただし，

S1/N は周期 1/N の理想サンプラ，H1/N は周期 1/N
の 0次ホールド，LN はN 次の離散時間リフティング
である．そして，問題 1の近似として次の問題を解く．

問題 2. ‖Fl(Gd, Kd)‖を最小にする，1入力 1出力離
散時間コントローラKd を求めよ．

式 (5)のGdは有限次元の離散時間線形時不変システ

ムであるから，この問題は離散時間のH∞最適化問題
であり，MATLAB等を用いて解くことができる．

4 数値例

この章では，数値計算例を示すことにより提案法の

有効性を示す．対象とする信号の周波数特性W の伝達
関数W は次のように定めた．

W (s) :=
1

(10s + 1)(s/3 + 1)
.

まず提案法と wavelet crimeを比較する．スケーリ
ング関数を有限の台を持つDaubechiesの直交ウェーブ
レット 2)のスケーリング関数（バニッシングモーメン

トは 2とする），許容する遅れ lを 3，高速サンプル／
ホールドの次数N を 8としてコントローラを設計した．

Fig. 2の誤差系におけるコントローラ Kd に，提案

法によるコントローラと wavelet crimeによるコント
ローラ（1の遅延）をそれぞれ代入した誤差系のサン
プル値制御系としての周波数応答 9) が Fig. 3である．
鎖線のwavelet crimeと比べ，実線の提案法は全域的に
誤差が小さい．

また，三角波信号のサンプル値からの復元を両手法

により行った．Fig. 4は復元信号の時間応答，Fig. 5は
復元誤差の時間応答であり，実線の提案法による誤差

は鎖線の wavelet crimeによる誤差より小さい．

Fig. 3: 誤差系の周波数応答：実線提案法,鎖線 wavelet
crime

Fig. 4: 復元信号の時間応答：実線提案法，鎖線 wavelete
crime，点線 原信号，白丸 サンプル点

Fig. 5: 復元誤差の時間応答：実線提案法，鎖線 wavelet
crime

次に，加嶋らによる従来法 4)との比較を行う．スケー

リング関数は 4階の B-splineとし，許容する遅れ lを
6，高速サンプル／ホールドの次数 N を 8としてコン
トローラを設計した．また，比較の対象して，従来法

を用いて 19の遅れをもつコントローラを設計した．
それぞれのコントローラを代入した誤差系の周波数

応答が Fig. 6であり，実線が提案法，破線が従来法で
ある．提案法は許容する遅れが半分以下であるにもか

かわらず，従来法より良い性能を示している．

また，矩形波信号のサンプル値からの復元を両手法

により行った．Fig. 7は復元信号の時間応答，Fig. 8は
復元誤差の時間応答である．従来法による復元信号に

生じているリップルの大きさが，提案法では小さくなっ

ている．また，誤差も小さくなっている．

5 信号の時変モデル

3節の定式化では，信号のモデルとして線形時不変
システムによる周波数特性仮定を用いた．この拡張と



Fig. 6: 誤差系の周波数応答：実線 提案法, 破線 従来法

Fig. 7: 復元信号の時間応答：実線 提案法，破線 従来
法，点線 原信号，白丸 サンプル点

Fig. 8: 復元誤差の時間応答：実線提案法，破線従来法

して，整数周期を持つ周期時変システムによる信号の

モデル化が考えられる．ここで連続時間システムが周

期 T を持つことを，システムの状態方程式の各係数が
周期 T を持つことで定義する．そして，問題 1でWが
周期 T を持つ場合として次の問題を考える．

問題 3. Fig. 2において，W が周期 T を持つとする．
このとき，wから eへの作用素の L2[0,∞)誘導ノルム
を最小にする離散時間コントローラKd を求めよ．

この問題も，高速サンプル／ホールド近似により離散

時間のH∞最適化問題に帰着できる．Wが周期 T を持
つため，式 (5)の高速サンプル／ホールド近似において
Gdは離散時間の周期 T を持つ．よって，Gdの入出力に

T 次の離散時間リフティングを施した Ḡd := LT GdL
−1
T

は時不変である．さらに，K̄d := LT KdL
−1
T とすると，

Fl(Gd,Kd) = L−1
T Fl(Ḡd, K̄d)LT が成り立つ．よって，

問題 3の近似として次の問題を得る．

問題 4. ‖Fl(Ḡd, K̄d)‖を最小にする，T 入力 T 出力離
散時間コントローラ K̄d を求めよ．

今，Ḡdが有限次元であることは簡単に確かめること

ができる．故に，この問題はW が時不変である場合の
問題 2と同様，離散時間のH∞最適化問題である．得
られるコントローラ K̄d の入出力は次元 T を持つが，
この入出力に T 次の逆離散時間リフティングを施して
更に遅延をかけることにより，周期 T を持つ因果的な
最適コントローラ Kd := L−1

T K̄dLT UT−1 を問題 3の
近似解として得る．ただし，U は離散時間における 1
の遅延である．

6 終わりに

本稿では，スケーリング関数が有限の台をもつウェー

ブレットについて，信号のサンプル値からサンプル点

間を考慮した最適なウェーブレット展開係数を計算す

るコントローラの設計手法を提案した．そして，コン

トローラの設計がH∞最適な離散時間コントローラを
設計する問題に帰着することを示し，数値計算例によ

り提案法の有効性を確認した．最後に，信号の時変モ

デルに対する適用についても考察した．
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